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АЛҒЫ СӨЗ

XIX ғасырдың басында интегралдық тендеулерге байланысты ғылыми жү- 
мыстар бірен-саран кездессе, ал XX ғасырдың аяғында көптеген ғалымдардың 
(Абель, Фурье, Фредгольм, Вольтерра жэне т.б.) терең мазмүнды еңбектерінің 
арқасында интегралдық тендеулер математиканың үлкен бір саласы болып 
қалыптасты. Көптеген есептердің шешулері эртүрлі интегралдық тендеулер мен 
интегралдық тендеулер жүйесіне келтірілді.

Қазіргі уақытта интегралдық тендеулер саласы көптеген тараулардан тура- 
тын өзіндік ерекше зерттеу тәсілдерімен танылған, қолданбалы есептерде жиі 
пайдаланатын математиканың негізгі салаларының бірі ретінде қалыптасқан. Сон- 
дықтан интегралдық тендеулер жоғары математиканың негізгі бөліктерінің бірі 
ретінде университеттер мен жоғары оқу орындарының физика-математика фа- 
культеттерінде жэне жоғары математиканы терендетіп оқытылатын универси- 
теттерде қолданады.

Ұсынылып отырған оқу қүралы авторлардың 1994 жылы “Білім” баспасынан 
жарық көрген “Интегралдық тендеулер” атты жэне 2000 жылы “Қазақ универ­
ситет!” баспасынан шыққан “Сызықтық интегралдық тендеулердің есептер жина- 
ғы” оқу құралдары негізінде, оларды өңдеп жэне инновациялық дэріс өткізу үдері- 
сіне бағыттап жазылды. Оқу қүралының бүл басылымына өзімнің шэкіртім -  
физика-математика ғылымдарының кандидаты Серік Айтжанов білікті маман 
ретінде: кейбір жерлерін өңдеп, көмек бергені үшін авторлар атынан ризашылы- 
ғымызды білдіремін.

Профессор Ш. Сахаев



1. НЕГІЗГІ
ҰҒЫ М ДАР М ЕН ИНТЕГРАЛДЫ Қ  

ТЕНДЕУЛЕРГЕ КЕЛТІРІЛЕТІН ЕСЕПТЕР

§1.1. Интегралдық теңдеулерді кластарға бөлу

Белгісіз функциялар интегралдардың астында кездесетін тендеулер интеграл- 
дық тендеулер деп аталады. Егер белгісіз функция интегралдык тендеуге сызык- 
тық түрде қатынасса, онда тендеуді сызықтык деп атайды.

(р(х) = X\K(x,s)(p{s)ds +J\x) ,  a < x < b  ( 1)
a

түріндегі тендеу Фредгольмнің 2-текті сызықтык интегралдық тендеуі деп ата­
лады. Мұндагы, (р{х)~ нақты айнымалы х аргументіне тәуелді белгісіз функция,
/ ( х) функциясы [a,s] кесіндісінде, K(x,s)  функциясы D = {a<x, s< b)  жиынын- 
да аныкталған белгілі функциялар: f ( x )  пен K(x,s)  сэйкес интегралдык тең- 
деудің бос мүшесі мен ядросы деп аталады, ал Л - параметр. Интегралдың жоғар- 
ғы жоне төменгі шектері ( а мен b ) жалпы жағдайда тұрақты шамалар; олар 
шектелген де, шектелметен де болуы мүмкін. Егер f ( x )  = 0 болса, онда жоғары- 
дағы ( 1) интегралдык тендеу біртекті, ал f  (х) Ф 0 болған жағдайда -  біртекті емес 
деп аталады.

Фредгольмнің І-текті интегралдык теңдеуінде белгісіз функция интегралдык 
мүшеде ғана қатысады, долірек айтқанда, ол теңдеу

\K(x,s)(p(s)ds = f ( x )
a

түрінде жазылады.
Вольтерраның 2-текті интегралдык тендеуі деп

(р(х) = Я j К (х, s)<p(s)ds + /  (х) (2)
а

түріндегі, ал І-текті интегралдық тендеуі деп

j K(x,s)(p(s)ds = f ( x )

түріндегі тендеуді айтады.
Егер (р(х) функциясын интегралдық тендеуге қойганда тендеу тепе-теңдікке 

айналса, онда (р{х) функциясы интегралдық тендеудің шешімі деп аталады. Инте-
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гралдық тендеудің шешімі бар жоне оның жалғыз болуы Я параметріне байла- 
нысты екенін алдағы бөлімдерде көрсетеміз. Мэселен, Фредгольмнің біртекті 
интегралдық

ь
ср{х) = Я\ K(x,s)(p(s)ds

a

тендеуінің Я параметрінің кез келген мондерінде (р{)с) = 0 шешімі бар болады, ал 
нөлден ерекше шешімдер орқашан бар бола бермейді.

Фредгольмнің біртекті интегралдық теқдеуінің нөлге тең емес шешімдері бар 
болатын Я параметрінің мәндері меншікті мәндер деп, ал оларға сәйкес нөлден 
ерекше шешімдер меншікті функциялар деп аталады.

• Ескерту. Вольтерра тендеуін Фредгольм теңдеуінің дербес түрі деп карауға 
болады. Себебі (2) тендеуінің A^(x,s) ядросыa < x < b , a < s < x  облысында анық-
талған, ал а < х  s < b  жағдайында AX*,s) = 0 деп алсақ, онда біз ( 1) теңдеуінің
ядросын

K 0(x,s) \K{x,s), x> s ,  
{ 0 , х < s

1-сурет

Бұл ескерту бойынша Фредгольм теңдеуі үшін дэлелденген қасиеттер Воль­
терра теңдеуі үшін де орындалады. Бірақ Вольтерра теңдеуінің тек өзіне тэн ерек­
ше қасиеггері бар, сондыктан Фредгольм тендеуімен катар Вольтерра теңдеуін де 
қарастырамыз.

Алдағы уақытта (1) жэне (2) интегралдық тендеулердегі берілген бос мүше 
f ( x )  пен ядро K(x,s)  үзіліссіз немесе квадраттарымен интегралданатын функ­

циялар:
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|||АГ(х,5)|2Л£/.У< +00,

яғни /(x ) ,  K (x ,s ) e L2(D) деп үйғарамыз. Осы шартты қанағаттандырушы K (x ,s ) 
функциясын Фредгольм ядросы деп атайды. Фредгольм ядроларына мысалдар 
келтірейік.

1-мысал. K(x,s) = e xs ядросындағы айнымалылар 1< х ,  s<  оо болғанда е 
фредгольмдік ядро болады, ал 0 < х , s < со болса, онда ол фредгольдік ядро 
болмайды.

Расында
СО ° 0  'у  1  с о  с о  о о  ?  I  0 0  / 7 у

J J \e~xs dsdx = -  f e~2xdx < oo, J J\e~xs dsdx = -  ] — = 
2 I oo Z о XI l 0 0

oo.

2-мысал. Егер интегралдық тендеудің ядросы

K ( x , s ) = A(<X,S) - , a < x,s < b,
JC —5

(3)

мүндағы A(x,s)—үзіліссіз функция жэне 0 < а  < болса, онда ядро фредгольмдік 

болады, ал а  > І  болса, ол ядро фредгольмдік болмайды.

Егер (3) ядросында 0 < а  < болса, онда ядро ерекшелігі элсіз немесе поляр-

лык ерекшелікті ядро деп, ал теңдеу ерекшелігі элсіз интегралдық теңдеу деп ата- 
лады. Егер а - 1 болса, онда K(x,s) = y4 (x ,.s)|x -.sjинтегралданбайтын функция 
болады. Бүл функциядан алынган интеграл тек Кошидің бас мәні мағынасында 
ғана бар болуы мүмкін. Ядросы K(x,s) = v4(x,s)|x-s|”' түріндегі интегралдық тең-
деуді сингулярлық интегралдық тендеу, ал басқаларын регулярлық интегралдық 
тендеулер деп атайды. Бір аргументті сингулярлық интегралдық тендеудің жалпы 
түрі:

а{х)(р{х) -  J ds + \ К  (х, s)cp{s)ds = / ( х ) ,
АТС S X г

мүнда, Г -  комплекс жазықтықгағы түйық немесе түйық емес қарапайым доғалар 
жиыны: х ,я е Г , а(х), b(x) жоне / ( х )  функциялар Г доғасында аныкталған, ал 
АГ(х,5) е ! 2(Г хГ ).

Біз тек сызыкдык регулярлық интегралдық тендеулерді ғана қарастырамыз. 
Интегралдық теңдеулерді бір аргументті функция үшін ғана емес, көп аргументті 
функциялар үшін де қарастыруға болады.

Мәселен, Фредгольмнің 2-текті интегралдық р(х)= Л \K(x,s)(p(s)ds + f ( x )  тең-
п

Деуіне ядро K (x ,s )eL2(QxQ), бос мүше / ( x ) e L 2(Q), ал * = (x,,x2,.„,xn)e  Я",
s= (51,s2, . . , s j6 f i e / ? " .
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Фредгольмнің 2-текті сызықтық интегралдык тендеулер жүйесі

< Р М ~  К lt(x ,s \ p j (.v)as  =  f ] ( x \  f  =  1,2 , . . . ,  n
/ I a

түрінде өрнектеледі. Егер <?(*) = fe,<p2,...,^„), /(*) = (/;,/ 2,...,/п) векторлар, ал ядро 
K(x,s) элементтері K f/(x,s) болатын матрица деп қарасақ, онда (1) жүйені теңдеуі 
түрінде жазуға болады.

Дол осылай екі аргументті функция үшін Вольтерра тендеуі

X у

(р(х, у) = Aj j К(х,у; s , t )(p(s, t )dsdt + f(x, у)
a a

түрінде, ал жүйесін
п х

Р,(х) =  Л £ \ K fj(x,s)cpi(s)ds +  f f(x\ f =  1,2, . . . ,«
j - 1 а

түрінде өрнектеуге болады.
Математикалық, физикалық кейбір қолданбалы есептерді шешу сызыктық 

емес интегралдық тендеулерді шешуге алып келеді. Сондыктан кейбір практика- 
лык жэне теориялық маңызы бар бірнеше сызықтық емес интегралдық тендеу- 
лерді зерттеусіз келтірейік.

1) Г аммерштейн тендеуі:

(р(х) = I К  (x,s)F(s, (p(s))ds + f ( x \
n

мұндағы, K(x,s)  - фредгольмдік ядро.
2) Урысон теңдеуі:

(р(х) = J K(x,s,(p(s))ds + f(x),
n

мұндағы, K(x,s,(p(s))- үзіліссіз функция; x, s e Q, \(f\ < M,  ал M -  шенелген оң 

шама.
3) Вольтерраның сызықтық емес теңдеуі:

х
(р(х) = j ғ (х ,  s , (p{s))ds + f(x),

мұндағы, F (x ,s , t ) -  үзіліссіз функция, D = [a < x ,s< b \  \t\<M  облысында анық- 

талған.
4) Ляпунов-Лихтенштейн тендеуі:

ср(х) = f (x )+  Aj К , {x,s)p{s)ds + Jf K u{x,s,t)(p{t)(p{s)dsdt,

мұндағы, K x мен К } ] үзіліссіз функциялар.
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Егер тендеулерде белгісіз функцияның интегралымен коса туындылары да 
бар болса, ондай тендеулерді интегро-дифференциалдық тендеулер дейміз. Мысал 
үшін мына ең қарапайым интегро-дифференциалдық тендеулерді келтірейік:

—  = а(х)(р{х) +] К  (х, s}p(s)ds + f (x} ,  (4)
dx

Ĉ  = b(x)//(x)+X\K(x-s)i//(s)ds + F(x), (5)
dx

мұнда белгісіз функциялардың бірінші ретті туындылары бар болғандықтан, бұл 
тендеулердің шешімі жалғыз болуы үшін қосымша (р{сс)= А, у/(а)=В  шарттары 
берілуі қажет.

Қолданбалы математикада интегро-дифференциалдық сызықтық, сызыктық 
емес тендеулер немесе тендеулер жүйесі жэне жоғарғы ретті туындылы (кэдуілгі 
жэне дербес туындылы) интегро-дифференциялдық тендеулер көп кездеседі. 
Мысалы,

L ^ - ^ +4 x ) ^ +a2{x M x )=\K (x ^W{s )ds+f ( x )

тендеуінің (р{сс) = А0, (р{а) = А, бастапқы шарттарын немесе (р{а)= A, (p{j3)= В
шекаралық шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу есебін қарастыруға бола- 
ды. Егер белгісіз функция көп аргументті болса, онда интегро-дифференциалдық 
тендеулерде белгісіз функциялардың дербес туындылары мен интегралдары көп 
өлшемді болады. Интеграл астындагы өрнекте белгісіз функциялардың туынды­
лары болатын интегро-дифференциалдық тендеулер жиі кездеседі. Кейбір жағдай- 
ларда интеграл астындагы туындының реті жоғары болса, ондай теңдеулердің 
шешімдері барлық уақытта бола бермейді және шешімнің бар екенін дэлелдеген 
күнде оны табу оңай емес. Ал егер интеграл сыртындағы өрнекте белгісіз функ- 
циялардың туындылары жоғарғы ретті болса, көп жағдайда мүндай интегро-диф- 
ференциалдық теңдеулерді жүйелерге дифференциалдық жэне интегралдық тең- 
деулердің, жүйенің жалпы теориясын пайдаланып шешуге болады.

3-мысал. (4) пен (5) теңдеулерін сызықтық интегралдық тендеулерге кел- 
тірейік. Ол үшін:

J A fa s M O *  + f i x )  = Q(x)
a

деп белгілесек, онда (4) теңеуінен (р\х)-с^хУр(х) = Q(x) 1-ретті сызыктық диф- 
ференциалдық тендеуін аламыз. Оның шешімі:

. і _ /  \  ~\а{т)<іт
A + \ Q ( s ) e " ds
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Бұл өрнекке £)(s) -тің монін қойсақ,

Ф ) = і
х joHcJr

\K{s, t}e а ds
j" 1 )d\ J" n( г )<lr

<p(t)dt + Aea + \ f ( s ) e  a ds.

Мұнда,

_ , j “(T)dr
K(x, t )  = \K(s, t )e a ds,

/
x

X —J«(rVr
f ( x )  = Aea + ] f ( s ) e  « ds

a

белгілеулер енгізсек, онда біз Вольтерраның 2-текті сызықгық

ф )  = \К(х, t)cp{t)dt + f(x)

теңдеуін аламыз. Осы эдіспен (5) теңдеуін Фредгольмнің 2-текті сызықтық 
интегралдық теңдеуіне келтіруге болады.

§1.2. Интегралдық теқдеуге келтірілген есептер

1. Абель есебі. вертикаль жазыктығында материалдық нүкте өзінің
ауырлық күші әсерінен қисық сызық бойымен қозғалады. Берілген f { y ) - t  уақыт- 
та дене алғашқы жылдамдықсыз ординатасы у  болтан нүктеден £ осіне жететін 
қисық сызықты табу керек. Қозғалатын нүктенің жылдамдығының абсолютгі 
шамасы: v  = yj2g(y -  rj).

Егер a  = a(rj) арқылы белгісіз қисықтың (£ ,//)  нүктесіне жүргізілген жана- 
маның £ осімен жасайтын бұрышын белгілесек, онда

drj _
~di~

J 2 g ( y - r j ) s m a

шамасы жылдамдықгың ij oci бойынша құраушысы болады. Соңғы тең діктен
drj

dt =
J 2 g ( y - r j ) s i n a

Мұны 0-ден у  -ке дейін интегралдап, эрі = 

біз Абель теңцеуін аламыз:

деп белплесек, онда
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i p ^ L drj -  -<Д~gf{y\ 
Ч У - Ч

Егер бұл өрнектен (f{y) функциясын анықтасақ, онда іздеген қисық сызықты
1табу қиын емес. (р{ц\

sin a{rj)
теңдігінен 77 = ij/{a) екенін анықтаймыз. Содан

кейін n'(^) = ^ l  = tga  болғандықтан, cU; = ^  Бұл өрнекті инте-
d% 6 tga tga

гралдап, 8 -  f ^  ^  d a  = ц/ ,(#) екенін анықтаймыз. Сонымен, анықтайтын сызық 
tga

8, = \j/x{a),rj = у/2{а) параметрлік тендеулерімен беріледі екен.
2. Шектің тербелуі. Ұзындығы і  серпімді (2-сурет) шек тыныштық кезінде 

Ох осіндегі ОА кесіндісімен дэл келсін. Шектің шекаралары О мен А нүкте- 
лерінде бекітілген. Т шектің керілу күші. Шекке х -  8, болатындай В нүктесінде 
вертикаль Р күші эсер етсін. Бұл күштің әсерінен ОА шегі ОВхА сынық сызығы 
түрін қабылдайды. Сонда ВВ] = S  шамасын ОВ -мен жэне В А -мен салыстырғанда 
өте аз шама деп қарастырамыз. Тепе-теңцік заңының шарты бойынша шығатыны: 
Т sin a  + Т  sin р  -  р . 8  -ның өте аз шама екенін ескерсек,

олай болса, алдыңғы шарт

8 ■ а 8 s i n s i n / ? « - ---

j  8  _|_ j  8
S t - z

түрінде жазылады. Бұл соңғы өрнектен 8(<%)= р  ^

•V

Абсциссасы х-ке тең С нүктесіндегі шектің иілуін у(х) арқылы белгілейік. 
х < £ болсын. AОСС, жэне AОВВ, үқсастығынан

У(х)
У  y ( x ) = ^ )  = (L ^ P y o < x < i

Tl
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Дол осылай х > £ болса, онда

У(х) = — Т* ^ р, £ < х < / .

Сонымен у(х) = pG(x,d;), мұнда,

G(x,%) =
* ( /-£ )

77

TI

0 < x < £, 

£ < x < /

Грин функциясы деп аталады. Бұл өрнектен G(x,^) = G(^,x) екенін оңай 
көруге болады. Егер шектің барлық нүктелеріне сызықтық тығыздығы p(d) үзі- 
ліссіз таралған күш осер етсе, онда шектің иілуі

y(x ) = \p(£)G(xtg)dg  (6)
0

өрнекпен анықталды.
Мына есептерді қарастыралық.
а) Шектің иілуі у  = / ( х )  болғанда оған осер етуші күштің /?(£) тығыздығын 

табу керек болсын. Сонда Фредгольмнің 1-текті

IG(x,g)p(£)d£ = f ( x )
0

тендеуін шешуге келеміз, яғни бұл тендеуден белгісіз /?(£)-ді тапсақ, есеп ше- 
шілген болады.

о) Шекке уақыт өткен сайын өзгеріп түратын абсциссасы d; болатын нүктеде 
тығыздығы p(d;)smcot болатын күш осер етсін. Бүл күштің осерінен шек қозға- 
лысқа түседі. Ол y(x) = cp{x)s\r\cot периодты тербеліспен қозғалсын. Ол кезде уа-

қыттың t мезетте шектің Д£ бөлігіне жоғарыдағы күштен басқа - / ?( £) — =
dv

= р(%)(р(%)со2 sin cod, инерция күші осер етеді. Сондықтан (6) тендік 

ср(х) sin cot = J G(x, Z)\p{£) sin cot + ®2/KfM£)sin<ar]c/£
о

түрінде жазылады. Міне, бүл өрнектен
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(p{x) = со2 \K{x,Z)(p{Z)d% + f { x ) ,
о

яғни (p{x) -ке қатысты, Фредгольмнің 2-текті интегралдық тендеуі алынды, мұнда,

К (х ,^ )  = p(x)G(x,J;), f ( x )  = \Gix,%)pi%)d%.
о

§1.3. Дифференциалдық тендеулер үшін Коши 
есебі мен шекаралық есептерді шешуді интегралдық тендеуге келтіру

Бұл параграфта біз дифференциалдық жэне интегралдық тендеулер арасын- 
дағы байланысты көрсетеміз.

1) Кәдуілгі дифференциалдық тендеу үшін Коши есебін шешу Вольтер- 
раның интегралдық теңдеуіне келтіріледі. 1-ретті кэдуілгі дифференциалдық 
тендеу у'(х) — f i x , y i x ) )  үшін бастапқы шарт у(х0) = у 0 берілсін.

у  — у(х) функциясы осы Коши есебінің шешімі делік. Оны тендеуге қойып, 
алынған тепе-тендікті х0 -ден х-ке дейін интегралдап,

х

УІ*) = Уо + j f i s ,y i s ) )d s
х0

интегралдық теңдеуін аламыз. Мүның шешімі у(х) функциясы берілген есептің де 
шешімі екенін тексеру қиын емес.

Коэффициенттері үзіліссіз функциялар болатын n-ретті сызықтық дифферен- 
циялдық тендеу үшін Коши есебін шешу де 2-текті Вольтерраның интегралдық 
тендеуін шешуге келтіріледі. Бұл жағдайды мына 2-ретті тендеу үшін қарастыра- 
мыз: у \ х )  + р  іх )у \х )  + а2 (х)у(х) = Д х )  теңдеуі үшін у(х0) = у 0, / ( х 0)=  у, бас-
тапқы шарттары берілсін. Бүл есепте у \ х )  = (р{х) деп белгілеп, одан кейін тең- 
дікті бастапқы шарттарды пайдаланып интегралдау нэтижесінде

У'(х) = Ух + J^Cs)ds,y(x) = y0+y,x + \ds\(pisx)dsx = у 0+ у 1х +  j ( x -  s)(pis)ds
х0 х0 ■*<> 'о

тендеуін аламыз. Ал соңғы өрнектерді пайдаланып, берілген теңдеуден

<р(х)+ J К ix,s)(pis)ds=f іх)
*о

Вольтерраның 2-текті интегралдық теңдеуін аламыз, мұндағы,

Ar(x,i) = a,(x) + a ; (x)(x-.v), f ( x )  = / „ ( х ) - у ,а , ( х ) - ( л  + у хх)ап(х).
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Мысалы, у  (х) + х~у (х) + хү(х) -1  —4 х2 дифференциалдық теңдеуінің 
АО) = 0 ̂  У (0) — 2 бастапқы шарттарын қамағаттандыратын шешімін табу керек.

Осы Коши есебін интегралдық теидеумен алмастырайық. Ол үшін белгісіз 
у(х) функциясының 2-рстті туындысын жаңа белгісіз (р(х) аркылы = ф(х)
деп белгілесек, одан кейін бұл өрнектің екі жағын да 0-ден х-ке дейін интегралдап 
жэне бастапқы шарттарды ескеріп,

У’(х) = I (p(s)ds -  2, у(х) = -2 х  + }(.v - s)(p{s)ds
О о

өрнектерін аламыз. Бұл соңғы үш өрнекті теңдеуге қойсақ,

д
(р{х) = 1 + J {2x2-xs)(p{s)ds

0

интегралдық теңдеуін аламыз.
2) У*(х) + Р \(х)у \х )  + р г(х)у{х) = f ( x )  теңдеуін у(а) = А, у(Ь) = В шекара-

лық шарттарымен қоса қарастыралық. Кодуілгі дифференциалдық тендеулер 
курсында бүл есеп Грин функциясы арқылы

y(x) = \G(x ,s) f(s)ds
и

түрінде шешіледі. Егер тендеудің оң жағы f{x ,y{x ) )  түрінде белгісіз у(х) функ- 
циясына тәуелді күрделі функция болса, онда соңғы өрнектен

У(х) = \G(x ,s) f (s ,y (s))ds
a

интегралдық тендеуі шығады. Мэселен, f ( x )  -  / 0(х) + Af(x,y(x))  түрінде болса, 
онда біз сызықгық біртекті емес

у(х)  = A\f(s )G {x ,s)y(s )ds  + \G {x ,s ) f0(s)ds
a “

интегралдық теңдеуін аламыз.
3) Кейбір жағдайда интегралдық теңдеуді дифференциалдық теңдеуге 

келтіріп шешуге болады. Берілген
х

ф(х) = 1 + 2 sin х + I cos(x -  s)<p(s)ds
0

теңдеуін екі рет дифференциалдасақ,

(р’(х) = 2 cosx -  jsin(x -  s)(p{s)ds + ф ) ,  (p\x)=-2smx-\cos{x-s)(p{s)ds+(p\x)
о 0

өрнектерін аламыз. Бұлардан

ф \х)- (р '(х )  + (р(х) = 1,
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2-ретті дифференциалдық тендеуі шығады. Жоғарыдағы өрнектерден 
(р{0) = 1, (р'ф)-Ъ  бастапқы шарттары алынады. Демек, интегралдық тендеуді 
шешу моселесі 2-ретті дифференциалдық тендеуді шешудің Коши есебіне 
келтірілді.

Параметр Л -ға тәуелді х 2у ” +  2ху' =  Лу +1 дифференциалдық тендеуі 
(р{ 1) = 0, (р'{У) = 0 шарттарын қанағаттандыратын шекаралық есепті инте- 
гралдық тендеуге келтірейік. Ол үшін х 2у"  + 2ху' = 0 тендеуінің алдыңғы шарт- 
тарды қанағаттандыратын Грин функциясын құрайық. Бұл теңдеудің сызықтық

тэуелсіз шешімдері у,(х) = 1, у 2(х) = - —. Сондықтан Грин функциясын

G(x,& =
<3,(5') +  fl[2(1S') —, 1 < X < S ,  

6, ( s ) + />,(.$)—, s < x < 3
X

түрінде іздейміз, мұндағы, ai(s),bi(s), (/ = 1,2) белгісіз функциялар. Грин функция- 
сының шарттарын пайдалансақ, ai(s),bi(s), (/ = 1,2) функцияларын төмендегі тең- 
деулер жүйесімен анықтаймыз:

Яі(^) + я20 ) = о, (s) = о,
5 ' 5"

1
5 2 ‘

Осы жүйені шешіп, а,(^)=-1, a2(s)=l, ^,(^)=^Д, />2(s)=0 екенін анықгаймыз. 
Демек,

G ( x , &  = {
1 <  X < S,

s < х  < 3.

Енді осы өрнекпен анықталған Грин функциясын пайдаланып, берілген диф- 
ференциапдық тендеудің берілген шекаралық шарттарды қанағаттандыратын 
шешімін табу үшін

у(х) = Ц  G(x, s)y(s)ds  + \  - -  + 2х + 4а 
і х  х

интегралдық тендеуін аламыз.
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2. ФУНКЦИОНАЛДЫҚ 
АНАЛИЗДЕН КӨМЕКШІ МАҒЛҰМАТТАР

§2.1. Метрикалық кеңістіктер және 
олардың кейбір қасиеттері

М сызықгық жиыны берілсін. Оның кез келген х,у е М  нүктелер жұбы үшін 
арақашықтық немесе метрика ұғымы, оң р (х ,у ) шамасы енгізіліп, ол:

шарттарын қанағаттырса, онда м  жиыны метрикалық кеңістік деп аталады. Бір 
жиында бірнеше метрика ұғымын анықтап, бірнеше метрикалық кеңістіктер алуға 
болады.

Мысалдар. 1) Арақашықгық р(х,у) = \х-у\  теңдігімен анықталған нақгы
сандар жиыны Q метрикалық кеңістік болады. Себебі 1°-3° аксиомалардың Q 
жиыны үшін орындалатыны айқын.

2) Арақашықтық

тендігімен анықталган х={у,х2,...усп) реттелген п нақгы сандар жиыны метрика- 
лық кеңістік түзеді. Бұл кеңістікті, әдетте, п өлшемді евклидтік кеңістік деп, оны 
R ” арқылы белгілейді.

3) [a,b] кесіндіде анықгалған барлық үзіліссіз функциялар жиыны, егер 
арақашықтық

теңдігімен анықталса, метрикалық кеңістік түзеді. 
t  Шынында да, 1° мен 2° -аксиомалардың орындалатын оңай тексеріледі, ал

30- аксиоманы тексерелік. V/ е  [а,Ь] үшін

о

1. р(х,у) = 0 х = у  (тепе-тендік аксиомасы);
о

2 . р(х,у) = р(у,х), Ух,у g М  (симметрия аксиомасы);
о

3 .р(х,у) + р{у ,z) < р(х,z), Vx,y , z e M  (үшбұрыштар аксиомасы)

p(x,y)  = m a M l ) - y ( t ) \ (7)

< max

I x(t) -  y(t)  I = |[x(/) -  z(t )]+[z(t )-y(t )\  < |дс(0 -  z(0| + |z(0 -  Щ  ^ 

< m ax|40  -  z(/)| + mgt|z(/) -  y(0 1 ^ P(x>z) + Р(У’ z>-
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Бұл теңсіздік \/t е [а,Ь] үшін болғандықтан:

р(х, у)  = тах|х(/) -  у(0 | < р(х, z ) + р(у ,  z)
n<t<h 1 1

түрінде жазылады.
Демек 3° -  аксиома да орындалады. Сонымен арақашықтық (7) өрнегімен 

анықталғанда [а,Ь] кесіндідегі барлық үзіліссіз функциялар жиыны метрикалық 
кеңістік түзеді; ол кеңістікті С[а,Ь] арқылы белгілейді.

4) [а,Ь\ сегментінде квадратымен интегралданатын, яғни

\\f{x)\2dx < +оо

теңсіздігін қанағаттандыратын функциялар жиынын қарастырайык. Ара-қашықты

Р(*,У) = ( 8)

формуласымен анықтап, жоғарыдағы аксиомалардың орындалуын тексерейік. 
Симметрия аксиомасының орынды екені анық. Ал тепе-тендік аксиомасы 
р(х ,у)  = О Ф  x(t) = y(t), V/ g [a,b] үшін орындалған, яғни өлшемі нөл болатын 
жиында ғана х(0  мен y(t) бір-біріне тең емес. Үшбүрыштар аксиомасы Коши- 
Буняковский теңсіздігінен шығады:

( ь
\x(t)y(t)dt < \ x 2(t )d t \y2(t)dt. (9)

Расында, егер (9) теңсіздігін u(t),v(t) үшін пайдалансақ, онда

I(w + v )2dt < \u2dt + 2 \uvdt + j v2dt < Ju2dt + Jv2dt +

1 1
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Бұл өрнектің екі жағынан да квадраттық түбір алсақ {и = х -  z, v = z -  у ), онда

Һ 2 Һ 2 Һ
{( x -y y d t

_ а

< -----
1

rsj

771и,
___

j

+

-----
1

771N

'___
J

16



болады, яғни р{х,у)  + p(y ,z )  < p(x,z),  демек, ұшбүрыштар аксиомасы орынды. 
Арақашықтық (8) формуласымен анықталғанда [a,b] кесінді де квадратымен ин- 
тегралданатын функциялар жиыны метрикалык ксңістік кұрады, оны L\a,b] 
арқылы белгілейді.

Метрикалық кеңістіктің элементтерін кеңістіктің нүктелері деп айтады. 
Рм(-Х’а) <г  (сойкес р м(х,а) < г ) теңсіздігін қанағаттандыратыи метрикалык М  
кеңістігіндегі х  нүктелері жиынын центрі а нүктесінде, радиусы г болатын шар 
(тұйық шар) деп айтады да S(a,r) (S (a , r ) ) арқылы белгілейді.

М -  кез келген метрикалық кецістік болсын. Егер осы кеңістіктен алынған 
{xJ g M  тізбегі үшін р (хп,х0) —> 0, п —> оо, х() е М болса, онда {х,} тізбегін 
х0 е М  нүктесіне жинақталатын тізбек дейді. Егер {хп} е М  тізбегі үшін V^ > 0  
санына сойке N(s)  саны табылып, барлык n,m>N(s)  үшін р(хп,хт)<£  тең- 
сіздігі орындалса, онда {xj тізбегі өзіне жинакты немесе іргелі тізбек деп аталады.

Теорема. Егер {хп} тізбегі jc0 е М нүктесінде жинақты болса, онда ол іргелі 
тізбек болады.

Дәлелдеу. х()=1ітхпонда > 0 үшін N(e)  саны табылып, п> N(s)  болғанда
w—>QO

£  £
р м(хп>хо )< 2 ’ болғанда р м(хт,х0) < -  теңсіздігі орындалады. Бүл соң-

ғы екі өрнектен үшбұрыштар аксиомасы бойынша п,т> N(e) үшін р (х п, х т) < 
< р (х п, х 0) +  р ( х т, х 0) < £теңсіздігі шығады. Бұл теңсіздіктен анықтамаға сүйе- 
ніп, {хп} тізбегі іргелі тізбек екеніне көзіміз жетеді.

Метрикалық кеңістікте жинақты тізбектің шегі сол кеңістіктің элементі бол- 
майтын тізбектер кездеседі. Мысалы, R — рационал сандар жиыны болсын, мұн- 
дағы арақашыкты p(rn r2) = \rl - г 2\ өрнегімен анықтайық. Әрине R метрикалық

кеңістік. Енді осы кеңістіктен {гп} тізбегін қарастыралық, мүнда, г = . Бүл

тізбек өзіне жоне г0 — 0 е R шегіне жинақты. Ал енді жалпы мүшесі

болған тізбекті қарастырсақ, ол өзіне жинақты, бірақ рационал сандар кеңістігінде 
шегі онда жатпайды ( R - де), себебі

lim 1 + —
п 2

- е

шегі иррационал сан.
Егер метрикалык М  кеңістігінің элементтерінен құралған іргелі тізбектің 

шегі сол кеңістікте жатса, ондай кеңістік толық кеңістік деп аталады. Мысалы, 
элементтері үзіліссіз функциялар болатын кеңістігінде үзындық өлшемін

р(х, у)  = тах|х(/) -  y(t  )| (7)
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формуласымен анықтадық. {х„(/)} іргелі тізбегі берілсін, мүнда, xn(t)e  C[a,b]; 
тізбек іргелі болғандықтан Уп,т > N{s)  үшін р (хп,хт) < £ . Олай болса,

max|x( t )-y(t) \<£, \/т,п> N(s).

Бүл өрнек {х„(7)} тізбегі үшін [a,b] кесіндідегі бірқалыпты жинақтылықтың 
Коши критерийі орынды екенін көрсетеді. 1ітх„(7) = хо(0 сол тізбектің шегі бол-п—>оо
сын, демек, х0(7) бірқалыпты жинақгы үзіліссіз функциялар тізбегінің шегі, олай 
болса, [а,Ь] сегментінде үзіліссіз, яғни x0(t)eC[a,b] жэне p (x n,xQ) —> 0, п —> оо . 
Демек, С[а,Ь] кеңістігі толық. L2[a,b] кеңістігі де толық екенін көрсетуге болады. 
Нақты сандар жиыны Q үзындық өлшемі р(х ,у)  = |х -  у\ болғанда толық.

1- ескерту. М -  метрикалық кеңістік болсын. Кез келген М 0 a  М  кеңістігі де
сол ұзындық өлшемімен метрикалық кеңістік болады.

2- ескерту. Егер М  -  метрикалық кеңістік болса, онда М () cz М  кеңістігі
толық болмауы, мүмкін, бірақ М0 түйық кеңістік болса, онда ол толық болады.

М  мен N  метрикалық кеңістіктер болсын. Егер осы кеңістіктердің нүктелері 
арасында өзара бірмэнді сәйкестік болып жэне сэйкес нүктелердің арақашықтығы 
сақталса, яғни, х<г^у, х' <-> у , х,х' е  А/, у ,у '  еА^=> р ( х , х ' ) -  р{у ,у ')  болса, онда
М мен N  кеңістіктерін изометрикалық кеңістіктер деп атайды. Бір кеңістіктегі 
изометрикалық екі жиын туралы да айтуға болады. Эрине, изометрикалық қасиет- 
тері ұқсас, соңдықтан оларды кейде бірдей қасиетті кеңістіктер деп те атайды.

Параграфтың соңында толық емес кеңістікті қалайша толық етуге болатынын 
қарастырайық. М0 толық емес метрикалық кеңістік болсын. Бүл жағдайда М  
толық жиыны табылатынын жэне оның тығыз бөлігі М, cz М  мен М 0 изометри- 
калық кеңістіктер екенін дэлелдеуге болады. Бүл М  жиыны изометрикалық 
дэлдікпен бірмэнді түрде анықталып, М0 -дің толықтырушы кеңістігі деп аталады.

Егер сызықтық Е{ мен Е2 кеңістіктерінің элементгері арасында бірмэнді 
сэйкестік бар болып, сәйкес элементтері х, <-> х2 жэне у, <у> у 2

(х,,у, е Е ^ ,х 2,у 2е Е 2) үшін х, + у ] х2 + у 2 жэне Ах, Лх2 шарггары 
орындалса, онда £, мен Е2 кеңістіктерді сызықты изоморфты деп аталады.
Сызықты изоморфты кеңістіктер изоморфтық дэлдікпен өзара тең немесе олардың 
бірінен-бірі ешқандай айырмашылығы жоқ деп есептеледі.

§2.2. Сызықты нормаланған кеңістік

Егер Е  жиыны төмендегі шарттарды:
1) Vx,y е Е үшін белгілі бір ережемен олардың қосындысы деп аталатын 

z — х + у  g Е  элементі сэйкестендірілсе;
2) V x e £  мен g /? сан үшін белгілі бір ережемен олардың көбейтіңдісі 

деп аталатын элемент Ях g Е сәйкестендірілсе;

18



3) сонда: 10. х + у  = у  + х коммутативтік; 20. (x + y) + z -  x + (_y + z) (ассоциа­
тивен); 30. ЗӨ (нөлдік элемент) жэне х + Ө = х \  40. Әрбір х үшін 3(-х) жэне 
х + { - х ) - Ө ; 50. Vx үшін 1-х = х ; 60. Л(рх)-{Лр)х  (көбейтудің ассоциативтігі); 
70. Л{х + у) = Лх + Лу, (Л + р)х  = Лх + цх (көбейтудің дистрибутивтігі) қанағаттан- 
дырса, онда Е жиыны сызықтық кеңістік деп аталады. Е жиындағы элементтерді 
нақты немесе компллекс сандарға көбейтуге байланысты оны накты немесе 
комплексті сызықты кеңістіктер деп ажыратады.

Мысалдар.
1. Е" жиыны векторларды қосу жэне оларды нақты сандарға көбейту амап- 

дарына қатысты сызықты кеңістік болады.
2. С[а,Ь] үзіліссіз функциялар жиыны функцияларды косу жэне оларды нак­

ты сандарға көбейту амалдарына қатысты сызықтық кеңістік болады.
Егер Е жиыны:
1) Сызықгық кеңістік болса;
2) Vx е Е үшін белгілі бір заңмен сол х элементінің нормасы деп аталатын 

||х|| оң сан сәйкес келіп, жэне мына шарттарды аксиомаларды:

10. ||х|| > 0, ||х|| = 0 <z> х = Ө (тепе-тендік аксиомасы);
20. \\Лх\\ = \Л\ • ||х|| (біртектілік аксиомасы);
30. ||х + ү|| < ||х|| + \\у\\ (үшбұрыштар аксиомасы) қанағаттандырса, онда Еп -ні

сызықтық нормаланған кеңістік деп атайды. Сызықтық нормаланған кеңістікте 
метриканы

р(х,ү) = ||х-у|| (10)

теңдігімен анықтауға болады. Міне, осы теңдікпен анықталған арақашықтық жо- 
ғарыдағы метриканың барлық аксиомаларын қанағаттандыратынына көз жеткізу- 
ге болады. х - Ө  = х болғандықтан, (10) өрнегінен ||х|| = ||х- Ө\ = р{х,Ө).

Демек, кез келген элементтің нормасы деп сол элементтің нөлдік элементіне 
дейінгі қашықтығына тең шаманы алуға болады.

{х„} тізбегі үшін \\хп — jc0|| —► 0, «->оо шарты орындалса, онда {х„} тізбегі х0
нүктесіне норма бойынша жинақты деп аталады, яғни lim хп — х0. Егер сызықтық

нормаланған кеңістік норма бойынша жинацты жэне толық болса, оны банахтың 
кеңістік немесе В типтегі кеңістік деп атайды.

Мысалдар. 1. Элементтерді қосу жэне санға көбейту операциялары анықтал-

ған сызықгық векторлық R" кеңістігін ||x|| = ̂ Z^2j 2 нормасымен В типтегі кеңіс-

екке айналдыруға болады, мүнда х — (х,, х2,..., хп) .
2. Егер C[a,b\ жиынында норманны
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II x ||= max I x(/)
a<t<b

түрінде анықтасақ, В типтегі кеңістік алуға болады.
і

г і ( ь3. L2[a,b\ кеңістігінде ||х ||=  \ x 2(t)dt
\о у

нормасымен В типтегі кеңістік болады.
4. [a,b\ сегментінде үзіліссіз х(0 функцияларынан түзілген 

тікті қарастырайық. Бұл кеңістікті

сызықтык кеңіс-

||x ||= f |x (O I^  ( П )
a

нормалы кеңістік етіп алуға болады. Ол кеңістікті С,|я,б] деп белгілейік. 
толық кеңістік емес. Мысалы,

*„(0 =

1, 0 <t<

1
2'

n - \ - 2 n t ,  — < /<

0,

( п
v2 y

+
2 п

'П ( 1 3+UJ у2 п,

V у 

</<1

үзіліссіз функциялары тізбегі ( 11) формасы бойынша үзілісті

х(/) =
1, о < / < ^ ,

0, 1 < г <1

функциясына жинақты. Міне, бұл мысалдан біз {х„(/)} тізбегі С,[я,б] класында 
іргелі тізбек, бірақ С, [a,b] оның шегі жоқ (себебі ол тізбек үзілісті функцияға 
жинақгы), яғни ол толық емес.

§2.3. Сызықтық үзіліссіз операторлар

X  пен Ү - метрикалық кеңістіктер, ал D e l  болсын. Егер кез келген х е  D 
элементіне белгілі бір заңдылықпен у е Ү  сойкес қойылса, яғни Dоблысындагы
элементтер сызықтық А операторы арқылы ү кеңістіктегі у  = Ах элементтеріне 
бейнелесе, онда D облысында сызыкты оператор А аныкталған дейді, D облы- 
сын сызықты А операторының анықталу облысы деп атайды. Егер А опера- 
торының осері мэндерінің жиыны бүкіл Е-пен долме-дол келсе, онда А опера­
торы D -ны К-ке бейнелейді деп айтамыз.
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Мысалдар.
1. X  ретінде С[я,/>] кеңістігін алайық. Әрбір x(t)eC[a,b\  функциясына

a

функциясын сэйкес қойсақ, С[я,&]-да анықталған К интегралдық фредгольм-дік 
операторын

һ
у  = Кх = J K{t,s )ds

a

анықтаймыз, мұндағы, K ( t , s ) берілген a < t , s < b  тіктөртбұрышында үзіліссіз 
функция.

2. [a,b\ сегментінде ақырсыз дифференциалданатын функциялар жиынын 
Cx(a,b) арқылы белгілейік. Әрбір x(t) е С ’ (а,Ь) функциясына оның туындысы 
x'{t) сэйкестендірсек, онда С00̂ ,^) -ны С ’ (a,b) жиынына бейне-лейтін диф-

ференциалдау операторы А = ^~ анықтаймыз.
at

X  пен Ү сызықтық кеңістіктер болсын. Егер X  -ті Ү -ке бейнелейтін Л опе­
раторы үшін: 1) Vxnx2e X , A ( x i + x2) = Axl +A)с2 (аддитивтік); 2) У х е Х  пен a  
саны үшін А(ах) -аАх  (біртектілік) шарттары орындалса, онда А операторы 
сызықтық оператор деп аталады.

Мысалдар.
1. X  жиынының кез келген ақырлы элементін қайтадан өзіне сәйкес-тен- 

діруші І х - х  өрнегімен берілген /  операторы сызықтық оператор болады. Әдетте, 
бұл /  операторын бірлік немесе тепе-теңцік оператор деп атайды.

2. X  = Ү = C[a,b\ болсын. Үзіліссіз K(t ,s) ядролы фредгольмдік интеграл-
һ

дық оператор Ax = \K(t,s)x(s)ds  сызықты жэне үзіліссіз болатынын дәледеу қиын
a

емес.
X  пен Ү сызықты нормаланған кеңістіктер, ал D{A) кеңістігі X  -ті Ү -ке

бейнелейтін А операторының анықталу облысы болсын. Егер V s  > 0 санына сэй- 
кес d  > 0  саны табылып, Vx,x0 eD(A)  нүктелері ||jc- jc0 \\х< S болғанда 
\ \А х -А х 0\\у<£ теңсіздігін қанағаттандырса, онда А операторы х0 е D{A) 
нүктесінде үзіліссіз деп айтады.

1-теорема. Сызықты нормаланған X  кеңістігіне анықгалған X  -ті Ү -ке бей- 
нелейтін жэне х0 е Х  нүктесінде үзіліссіз А операторы бүкіл X  кеңіс-тігінде
үзіліссіз болады.

Дәлелдеуі. х нүктесі X  жиынының кез келген элементі болсын жэне 
хп х, п —> оо шарты орындалсын. Ол кезде х„ - х + х0 -> х0, и ->  со . Ал А опера­

торы х0 нүктесінде үзіліссіз болғандықтан
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ІітЛ(хп - х  + х0) = Ах0.

Екінші жағынан, А операторының сызықтық болуына байланысты 
А(х - х  + хп)=Ах - А х  + Ах0. Сондықтан £іт(Ахп -  Ах + Ах„)= Ах„, бұл өрнектен

£іт Ах„ = Ах тендігі шығады. Демек, А операторы Vx е X  нүктесінде үзіліссіз.
« —>QO

X  -ті Ү -ке бейнелейтін сызықтық А операторы бүкіл X  -те анықталып, 
VxgA" үшін М > 0 саны табылып, || Ах\\ү< М  || х\\х теңсіздігі орындалса, онда А - 
ны шенелген оператор деп атайды.

Сызықтық операторлар арасында олардың шенелгендігі мен үзіліссіздігі 
тығыз байланыста екенін мына түжырым көрсетеді.

2-теорема. Сызықтық А операторы үзіліссіз болуы үшін оның шенелген 
болуы қажетті де жеткілікті.

Дәлелдеуі. Л-шенелген оператор жоне х„ -» х 0, /?->оо болсын. Сонда, егер 
п —> оо жағдайда || Ахп -  Ах01|=|| А(х„ - х 0) ||< М  || х„ - х 01|—> 0 демек, А үзіліссіз 
оператор. Енді А - үзіліссіз деп үйғарайық. Сонда |х |< ^= > || Ах\\<£ . Егер 
Б - М  К х И десек, онда || Ах\\< М  || х | | , яғни А -шенелген оператор.

М 0 = sup У Дх||
IWlsi

өрнегімен аныкталған М {) саны А операторының нормасы деп аталады да ||Л || 
символымен белгіленеді.

Сызықтық операторларга амалдар қолдану. Сызықтық нормаланған 
X  -ті Ү -ке бейнелейтін А,В,С,... сызықтық операторларын қарастырайық.

Егер Vx g X  элементі үшін А мен В сызықтык операторлары Ах = Вх тең- 
дігін қанағаттандырса, онда А мен В операторлары бір-біріне тең деп атайды да 
А = В деп белгілейді. (А + В)х -  Ах + В х У х  е X  тендігін қанағаттандыратын А + В 
операторын А мен В операторларының қосындысы деп атайды. Сызықтық А 
операторының скаляр Л санына көбейтіндісі деп (ЛА)х = А (А х ) , Vx g X  өрнекті 
қанагаттандыратын ЛА сызықтық операторын айтады.

X  кеңістігінің барлық нүктелері үшін Ox -  Ө өрнегін қанағттандыратын 
сызықтық операторды нөлдік оператор деп атап, оны О символымен белгілейді. 
Әрбір сызықтық А операторы үшін орқашан оған теріс оператор деп аталатын 
-  А операторы бар болады, ол -  А -  (-І)Л  өрнегімен аныкталады.

Мына тұжырымның дүрыстығына оңай коз жеткізуге болады. X  -ті Ү -ке 
бейнелейтін операторлар жиыны L(X,  Ү) жоғарыдағы операторларды қосу,
скаляр санға көбейту, нөлдік оператор жэне теріс оператор үғымдарымен сызық- 
тық кеңістік түзеді. Оның үстіне бүл жиын сызықтық нормаланған кеңістік жоне 
ол толық болады.

Ц Х , Ү )  жиындағы сызықтық А мен В операторларының көбейтіндісі деп 
АВх = А(Вх), Vxe X  өрнегін қанағаттандыратын АВ  операторын айтады. Жалпы 
жағдайда А В ^  ВА.
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1-лемма. Сызықтық А мен В 
оператор болады.

Расында, Vx, х,, х2 е X  үшін

операторларының А В көбейтіндісі сызықтық

АВ(х, + х г) = А(В(х, + х2)) = А(Вх,+Вх2) = АВх,+АВх2; 
АВ(Лх) - А(В(Лх)) = А(Л(Вх)) = Л(АВх) (/. -скаляр).

Демек, 1-лемма долелденді.
Салдар ретінде сызықтық операторлар А,В,С мен скаляр сан Л үшін:
1) (АВ)С = А{ВС)\
2) (А + В)С = АС + ВС;
3) С(А + В) = СА + СВ ; 4) Л{АВ) -  (ЛА)В.
Өрнектердің дұрыстығын тексеру қиын емес:
2-лемма. || АВ ||<|| А || • || В || теңсіздігі орындалады.
Шынындада, Vx e X  үшін ||^ 5 х ||< ||^ ||-||5х | |< ||^ ||- ||5 |||х||.
Демек,

\\AB\\=sup\\ABx\\<\\A\\-\\B
lk il< i

Егер А = В десек, А операторының екінші дәрежесін анықтаймыз, яғни 
А(Ах) = А 2х,  ал жалпы түрде А" = А(АЛ~') екені анықталды. Эрине, Ап+т = А" ■Ат.

Ь(Х,Х)~тегі В операторы сол L(X,X)-tqt\ А операторымен AB = BA = I  өр- 
негін қанағаттандырса, онда В операторын А операторына кері оператор деп 
атайды да, А х символымен белгілейді, мұндағы, /  -бірлік оператор.

§2.4. Гильберттік кеңістік

Комплекс элементті сызықты Н  кеңістігінде Vx,y е Н элементтері жұбына 
(х,у) саны сэйкес қойылып,мына аксиомалар:

1°. (х, + х 2,у) = (х],у) + (х2,у);
2°. (Ах,у) = Л(х,у);
3°. = (уТ )̂ (эрмиттік);
4°. (х,х)> 0, (х,х)=0<^> х = Ө ((9-нөлдік элемент) орындалса, онда (х,у) саны 

х пен у  -тің скалярлық көбейтіндісі деп аталады.
1« _ 3° _ аксиомалардың логикалық салдары мына екі өрнек болады: 

(х,Лу)=Л(х,у) ( Л - і-ғатүйіндессан); (х,ух + y 2) = (^>;1)+fc>'2)-
Мысалдар.
1. п өлшемді С" -  комплекс сандар кеңістігінде скалярлық көбейтінді
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( х , у ) = ^ х ку к
к= 1

тендігі мен анықталады, мұнда, х = (хі,х2,...,хп\ у  = (у], у 2,...,уп).
2. Элементтері нақты сандар болатын/Г кеңістігінде скалярлык көбейтінді

{ х ,у )= £ х ку к
к=1

өрнегімен, ал R" -дегі жалпы скалярлық көбейту амалы

(х,у)= І а к,хкУ,
к . /- 1

өрнегімен анықталады, мұндағы, \\акі\\ оң анықталған матрица.
3. L2[a,b] кеңістігінде скаляр көбейту

(x,y) = \x(t)y(t)dt  (12)

өрнегімен анықталады.
Бұл көрсетілген скаляр көбейтулер үшін 1° -4 °  -аксиомалар оңай тексеріледі.
• Ескерту. Скалярлық көбейту амалы орындалатындай элементтері накты 

сандар болатын ақырлы өлшемді кеңістік евклидтік кеңістік деп аталады. Ал 
элементтері комплекс сандар болатын ақырлы өлшемді кеңістікте скаляр көбейту 
амалы орынды болса, оны унитар кеңістік деп атайды.

Скалярлық көбейту амалы орынды болатын сызықтық кеңістік гильберттік 
кеңістік деп аталады. Гильберттік кеңістік Н  -тың х элементінің нормасы

II jc ||= (jc,jc)2 саны болады.
Лемма. Кез келген гильберттік кеңістікте Коши-Буняковский теңсіздігі

|( д г ,Д |< ||х | |- |Ы | (13)

орынды.
Дәлелдеуі. Егер х = Ө немесе у - Ө  болса, онда теңсіздіктің орынды екені 

айқын. у  -  Ө деп z е Н  элементін z - Лу  жоне (jc-z,_y) = 0, яғни

(* -Л у ,Д  = 0=>Л = £ Ц(у*у)
болатындай етіп түзейік. Сонда

0 < (х -  Лу,х -  Лу) = { х -  Лу,х) -  Л(х -  Лу,у) = ||х||2 -
ыг

болғандықтан, бүл соңғы өрнектен (13) теңсіздігі шығады.
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||х|| —(х,х)' нормасы бойынша толық, скалярлық көбейту анықталған сызық- 
тық кеңістік гильберттік кеңістік деп аталады. Мысалы, С",R '\L2[a,b] кеңістік- 
тері гильберттік кеңістіктер. Ал С[я,&] кеңістігі

{x,y) = ]x{t)y{t)dt

( һ 2 \ 2
скалярлық көбейту амалымен ||х|| = \\x(t)\ dt нормасы бойынша толық емес, ол

L  )
гильберттік кеңістік болмайды. Әрбір гильберттік кеңістікті толықтырса гиль- 
берттік кеңістік алынады.

Егер \ /х ,уеН  үшін (х,у) = 0 теңдігі орынды болса, онда х ,у  элементтерін 
ортогональды деп атайды. Егер et,e2,...,en элементтерінің жүйесі үшін

(е»е , )
|0 ,  i * j ,

| l  i = j

шарты орындалса, онда е],е2,...,ег, элементтерінің жүйесі ортонормаланған жүйе 
деп аталады. Егер ортонормаланған е],е2,...,еп элементтерінің жүйесі үшін оның 
орбір элементіне ортогональ болатын нөлден басқа ешқандай элемент жоқ болса, 
онда берілген жүйені толық ортонормаланган жүйе деп атайды.

Біз алдағы уақытта L2[a,6] гильберттік кеңістігін (12) скалярлық көбейту 
амалымен қарастырамыз. (pl(x),(p2{x),...,(pn(x) L2[a,b] кеңістігінде ортонорма­
ланган жүйе жэне / (х) е L2 [a,b] болсын. Формалді түрде жазылған

өрнегі Фурье қатары, ал С *= (/,^*(х)) сандары Фурье коэффициенттері деп 
аталады.

f - T C k(pk = ( f - m < p kj - x c k<pk)>o
к I к I к 1

болғандықтан, бүл өрнекті ықшамдап,

( / , / )  -  і  с» < / , « ) -  ± с к (Л , л +і с і  > о
* і *і к \

екенін көреміз (мұнда біз {(рк} ортонормаланган жүйе екенін ескердік). Егер 
( f , (pk) = (<pk, f )  = Ск екенін ескерсек, соңғы теңсіздіктен
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екенін көреміз. Бұл өрнек кез келген N  үшін орынды болғандықтан,

£ с (2< |/ | |2
* = і

теңсіздігін аламыз, ол Бессель теңсіздігі деп аталады.
Егер осы соңғы өрнек тендік мағынасында орындалса, онда біз \(рк (х)} жүйе- 

нің тұйықтық шарты деп аталатын Парсевал-Стеклов тепе-тендігін аламыз.
Рисс-Фишер теоремасы. Егер {<^(х){ ортонормаланған жүйе болып, ал

сандық қатар
00

тк=I

жинақты болса, онда
00

ц с к<рк(х) (14)

қатары орташа жинақты болады бұл жағдайда (14) қатары тұйықтық шарты 
орындалған Фурье қатары болады.

Дәлелдеуі. (14) қатарының бөлігін қарастырайық:

Бұдан:

Sn = Ц С к(рк{х).

Sn+P
п+р П+ р

к=п+ 1
= І С 2 ,

к=п+ 1

бұл жинақты (14) қатарының қалдық мүшесі, эрине, ол я —»оо жағдайда нөлге 
ұмтылады, олай болса, (14) қатары орташа мағынада жинақгы. (14) қатарының 
қосындысы / (х ), яғни

f ( x )  = t C k<pk(x)
*=і (15)

деп белгілейік. (15) өрнегінің екі жағында (рп(х) -ке көбейтіп, {^„(х)} жүйенің 
ортонормаланған екенін еске алып, Ск ={f,(pk) екенін анықгаймыз. Сонымен (14) 
қатарын / (х) -ке L2 [a,b\ -де скалярлық көбейтіп,

*і к 2

тұйықтық шартын аламыз.
Кез келген гильберттік кеңістік Н  -та мына тұжырым орынды.
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Теорема. Н  -гильберттік кеңістік, ал {ек} сондағы ортонормаланған жүйе 
болсын. Сонда мына қасиеттер эквивалентті: 1) Әрбір x g H  элементі өзінің 
Фурье қатарының қосындысы болады; 2) \ек} жүйесі толық; 3) V i e / /  үшін Пар- 
севал-Стеклов тендігі

орынды.
Шмидт әдісі бойынша ортогональдау. Егер ақырлы немесе ақырсыз санды 

сызықты тэуелсіз функциялар жүйесі ^ ,(х ) ,^ 2(х),...,^//п(х),... берілсе, онда бүл
жүйеден <рх(х),<р2(х),...,<рп(х),... түріндегі ортонормаланған жүйе құруға болады. 
Соңғы жүйедегі эрбір <рп(х) функциясы і//1(х),і//2(х),...,і//п(х),... арқылы сызықты 
өрнектеледі, эрине бұл жағдай керісінше де болады, яғни эрбір і//„(х) функциясы 
^ ,(х ),^2(х),...,^„(х),... арқылы сызықгы өрнектеледі.

Бүл ортогональдау үдерісі мына Шмидт алгоритмі бойынша іске асады:

Ф М
іі̂ і 0 ) |

, <р2(х) &(*)
...... ( * )

g„(x) = ysn (*) -  "І W ,  ж)<рк, -
k= 1

£„(*)
M ’

міне, бүл алгоритмнен біз {<рк(х)} жүйесі ортонормаланған жэне эрбір (р„{х) 
(У ,(х),^2(х),...,^„(х),...) арқылы сызықты өрнектелгенін көреміз.

Өзара түйіндес сызықтық операторлар. Н  -гильберттік кеңістік, ал 
A е L{Н , Н ) шенелген сызықтық оператор болсын. A е L(H, H)  операторы жэне 

Vx,y е Н  үшін

(Ах,у) = (х,А*у) (16)

э|с
теңдігі орындалса, онда А операторы Л-ның түйіндес операторы деп аталады. 

Егер А -сызықтық оператор болса, онда А операторы да сызыктық оператор 
болады. Бүл мына

(Ах,а,у, + a 2y 2) = a l(Ax,yi) + a 2(Ax,y2) =

= а х (х, А > ,)  + а г (х, А’ у 2) = (х, А ' {а,у, + а 2у 2))

*
қатынастан шығады. А операторы үшін жалғыз ғана түйіндес А операторы бар 
болады, оның үстіне:
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Егер А шенелген оператор болса, онда А шенелген оператор және олардың
нормалары бірдей болатынын корсету қиын емес.

♦
Расында (16) теңдігінде х = А у  деп алмастырсақ,

* *
(А у ,А  у)  = = (АА*у,у).

Міне, бұдан Коши-Буняковский теңсіздігі бойынша

немесе

Бұл теңсіздік А' операторының шенелгенін, яғни 

де (16) тендігіне у - А х  деп ауыстырсақ, онда ||Л||< 

Mil = *

< Mil екенін көрсетеді. Егер

екенін көреміз. Демек,

Егер А е  L{H, H)  операторы үшін А ~  А шарты орындалса, онда А операто- 
рын өзіне-өзі түйіндес оператор деп атайды. Мысалы, L2(a,b) кеңістігінде Фред-

һ % ь —
гольм операторы А(р = \К (х ,s)<p(s)ds, ал түйіндес оператор A cp = jK(x,s)(p(s)ds

a a

болады.



3. ҚЫСЫ П БЕЙНЕЛЕУ ӘДІСІ ЖӘНЕ  
ОНЫ ҚОЛДАНУ

§3.1. Қысыи бейнелеу әдісі

Алгебралық, дифференциалдық, интегралдық жэне функционалдық теңдеу- 
лердің шешімдері бар жоне олар жалғыз болуын долелдеуге біртіндеп жуықтау 
одісі, яғни қысып бейнелеу эдісі қолданылады. Қысып бейиелеу эдісінің маз- 
мұнын төмендегі түжырымнан білуге болады.

1-теорема (Бапахтікі). Толық метрикалык X  кеңістігінің кез келген элемен- 
тін сол кеңістіктің өзіне бейнелейтін А операторы берілсін: яғни X ——>Х. Оның 
үстіне V x ,y eX  элементтері

теңсіздігін қанағаттандыратын (мұндағы, а  саны х пен у  элементтерінен тэуел- 
сіз жэне 0 < а  < 1). Сонда X  кеңістігінде жалғыз ғана элементі табылып, ол

теңдеуін қанағаттандырады.
(17) теңсіздігін қанағаттандыратын А операторын қысу операторы деп, ал (18) 

теңдеуін қанағаттандыратын х0 е  X  нүктесін А операторының қозғалмайтын 
жалғыз нүктесі деп атайды.

Дәлелдеуі. Vx е X  элемент алып, мынадай тізбек құрайық: х, = Ах, 
х -  Ах,,...,хп = Ахп Осы {х„} тізбегінің іргелі өзіне жинақты екенін көрсетейік.

р(Ах,Ау)<ар(х,у) (17)

(18)

Алдымен

р ( х 2 , х , )  =  р (А х І,Лх2) < а 2р(х,Ах),.. .,р(х„,хп_І)< а 'р ( х ,А х )  

екенін байқаймыз. Егер үшбүрыш теңсіздігін пайдалансақ,

ъ  и  р т и  т . . . т и  ) н \ л -> ! \  — а  г  ’ —  г

Осыдан 0 < а  < 1 болғандықтан
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( 19)

Соңғы теңсіздіктен \/р үшін я ^ о о ,  р (х п,хп+р) —> 0. Демек, {хДтізбегі іргелі 
тізбек. X  кеңістігінің толықтығынан {х„} тізбегінің шегі х () е X  болады:

хн = 1ішх„.
п ->  оо

P(xn,xn+r)< ^ -^ p (x ,A x ) .

Енді Ах0=х() екенін көрсетейік. Расында, 

р (х{), Ах„) < р (х0,хJ  + р (хп, Ах0) = р (х0,хп) + р{ Ахп ,, Ах{)) < р (х0,х„) + а р (х п ,,х0), 

элементі х()= 1іт х и болғандықтан, \ / £ > 0  санына сэйкес N ^ )  нөмірі табылып,
/7->О0

S Sр (х0,хп)< ~ ,  р (х0,хп V/7 > N (£■) болады. Демек,р(х(1,Лх(1)<  £ . Мұндағы, £

кез келген сан болғандықтан р(х0,Ах0) - 0  яғни х0=Ах0 тендігі орынды.
Қысу операторының қозғалмайтын нүктесінің жалғыз екенін дэлелдейік. 

Ондай нүктелер екеу ( х0 жэне у 0), яғни Ах0 = х0, Ау0 -  у 0 теқдігі орындалады деп
ұйғарайық. Ол жағдайда р (х0, у 0) = р (А х0, Ау0) < ар{х0, у 0). Егер р (х 0,у 0)> 0 
болса, онда a  > 1 болады. Бүл теорема шартына қайшы, демек, p (x0iy 0) = Ot яғни 

*<> = Уо-
• Ескерту. (19)теңсіздіктен р —>со жағдайда п -  жуықшешімдегі қателік

Р(хп,х0)<ү!—  р(х,Ах)

шартымен анықталады. Бұл теңсіздік екінші жағынан тізбектің жинактылық 
жылдамдығын көрсетеді.

§3.2. Қысып бейнелеу әдісін Фредгольмнің интегралдық
теңдеуіне қолдану

1. Интегралдық тецдеудің ядросы K(x,.v) үзіліссіз функция болсын. Фред- 
гольмнің біртекті емес

һ
(p(x) = A\K(x,s)(p{s)ds + f {x)  (20)

a

теңдеуінің шешімі бар жоне шешімнің жалғыз екенін долелдеуге қысып бейнелеу 
одісін қолданайық. K(x,.v) ядросы D = {a<x,s<b}  облысында үзіліссіз болған- 
дықтан шенелген, яғни |АГ(х,.v)| < М. Ал бос мүше f (x)eC[a,b \  (20) интегралдық 
теңдеу шешімін класынан іздейміз. Операторды
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К ф = Л J К (х, s Yp{s )ds

деп белгілейік.
1-лемма. К^> интегралдық операторы толык жоне С[я,«] кеңістігін сол кеңіс- 

тіктің өзіне бейнелейді.

Долелдеуі. ф )  = f (x )+ X \  К(х,л>ДлДА жоне N = max|<p(x)| деп белгілейік,
а

х,х  + Ах е \ci,b\ болсын. Ол кезде

\<р(х + А х ) - ф ) Л$К(х + Ах, л- \p{s )ds + f{x  + Ах) -  Я j К (х, л- )cp(s )ds -  f (x  j <

< \Л\N j IК (x + A x ,) -  К (x, .v Jds + |/(x  + Ax) -  f ( x  )|.

f(x )^C[a ,b \  жоне К (х ,.у )е ф )  болғандықтан V ^> 0  үшін S>  О саны 
табылып, |Ах| < 8  болғанда

1/(х + Ах| - / ( х ) < £•, |К(х + Ах,л')- K(x,s)| < £

2N (/> ^j

теңсіздіктері орындалады. Егер осы теңсіздіктерді алдыңғы өрнектің оң жағына 
пайдалансақ, \(р(х + Ах)-^?(х)| < £, VAx:|Ax|<£ екенін көреміз, яғни (р(х) функция-
сы [a,b\ кесіндісінің кез келген нүктесінде үзіліссіз. Демек, К операторы кез кел- 
ген (р(х)е C[a,b\ функциясын сол кеңістіктегі үзіліссіз функцияға бейнелейді екен. 

Енді К қысу операторы болатын шартгы анықтайық:

, К (р2) = тах |К ^, -  К (р = max
а<х<һ

Ц K(x,s\(p] -  (p2\is <

< \ Л \ М ( Ь - -  (рг =\Л\м(Ь -  а)р{(р^,(р2).
' 1 '  '  а<х<һ

Міне, бүдан

М { Ь - а )

шарты орындалғанда К  қысу операторы болатынын көреміз. Жоғарыда долелден- 
ген қысып бейнелеу эдісінен, егер Л саны осы теңсіздікті қанағаттандырса, онда 
(20) тендеуінің бір ғана үзіліссіз шешімі болады. Ол шешімге жуыктайтын 
функциялар тізбегі (ра ( х ( х ) , ..., (рп (х),...

(рп+,(4  = Л\K(x,s)tpn(s)ds + / ( 4  п = 0,1,2,...
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рекурентті теңдіктермен анықталады, мұндағы, (р{) (х) функциясы [а,в] кесіндіде
анықталған кез келген үзіліссіз функция.

Мысал. Біртіндеп жуықтау әдісімен

і
(р{х) = Ц  x(p(s)ds + х

«

интегралдық тендеуін шешу керек.
Шешуі. Нөлдік жуықтау ретінде бос мүшені, яғни ( p f x ) - x  деп алсақ, онда

( /П
Щ { х ) = Х  1 + ^-  , < Р г ( х )

V ^ )
= X Я ( Я

1+2 + V ^ /
,...,<^„(х)=х я гя^ 2

1+2 + V ^ /
f к '

Бул табылған жуық шешімдер тізбегі Я параметрі 

тандырса, ақырлы шегі болады. Ол шек

< 1 шартын қанағат-

(р{х) = 1іш^(х) = 2х
2^Я

берілген интегралдық тендеудің шешімі болады.
2. Қайталанган ядролар және резольвента. Әдетте, жуықтау формуласында 

бастапқы жуықтау ретінде бос мүше / (х) функциясын қабылдайды, яғни 
q>0 = f {x ) .  Сонда рекуррентті формуладан жуықтау тізбегінің мүшелері

Р, М  = f i x )  + \ К  (x ,s) f (s )ds  = (/ + Я К )/,
а

<р А х ) ~  (/ + як)!/  = / + я к /+я:к :/,...,

«>„(*)=( /  + Я К . ) У = £ Я " К " / ,
т О

b

теңдіктерімен аныкдалады. Мұнда, /-б ір л ік  оператор, Кf  = \K (x ,s ) f ( s )d s ,  ал
а

К т операторы К -ның т дәрежесі.
К операторы дорежелерін K (x ,s ) ядросы арқылы көрейік. Анықтама бойын- 

Егер

K 2{x,s) = jK(x,t)K(t ,s)dt

деп белгілесек, онда 
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СОЛ сияқты
К 2/ = \ K i ( x , s ) f { s ) c l s ,

Егер

К ■'/ = к (к  2f )  = \K(x,t)I} K2(t,s)f(s)ds\=} jj

K,(x,s) = \K(xd)K,(l ,x)dl

деп белгілесек, онда К 3/  = ] K,(x,s)f(s)ds.
а

Жалпы жагдайда, математикалык индукция заңымен

К / (V.vl/lvk/v.

К" операторын теңдігімен анықтауға болады, мұнда,

K n(x,s) = \K (x , t )K n \ (t,s)dt. (21)
a

(21) формуласымен анықталған Kn(x,s) функциясы n -  қайталанған ядро 
немесе ядроның п -  интеграциясы деп аталады. Келешекте Kdx,s)  -  K(x,s) деп 
қабылдаймыз. Оператор үшін белгілі K"+m = K"(Km) = K m(K ”) теңдігінен қайта- 
ланған ядролар үшін орындалатын

K n+m{x,s) = \K X x , t )K m{t,s)dt = )K m{x,t)K„{t,s)dt

тендігін алуға болады.
Ескерте кетейік, егер D = {a < x,s <b} облысында K(x,s)  ядросы үзіліссіз 

функция болса, онда барлық қайталанған ядролар да D -  {a < x,s < b} облысында
үзіліссіз функциялар болатыны көрініп түр.

Қарастырылып отырған Фредгольм тендеуінің шешімі

(р(х) = lim (рп{х)

болғандықтан

(р{х) = / W + I ^ Km /  = / М  + ̂ \ K m{x,s)f(s)ds  (22)
ml  m = l(,

формуласын аламыз. (22) тендеуінің оң жағында гүрған қатардың

шарты орындалғанда бірқалыпты жинақты болатынына көз жеткізу қиын емес.
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Әдетте оны Нейман қатары деп атайды. Жоғарыда алынған тұжырымдардың 
қорытындысы келесі тұжырымды береді.

2-теорема. Егер |Я|< ~ /  еС [я,6], K ( x , s ) e C ( D ) болса, онда кез кел-

ген 2-текті Фредгольмнің тендеуінің С[а,Ь] кеңістігінде жататын жалғыз шешімі

бар болады жэне ол шешім (22) формуласымен өрнектеледі. Яғни |Я| <

дөңгелегінің ішінде (7 —Я К) операторына шенелген кері
(7 -Я К )-1 = 7 + ЯК + Я2К 2 + ... + Я"К" +... формуласымен аныкталады. 

Шынында,

1
М (Ь -а )
оператор

( 7 - Ж ) ( / - Ж ) - '  -  (7 -Я К )(7 + ЯК + Я2К 2 + ...) = 
/  + ЯК + Я2К 2+ .. .-Я К -Я 2К 2- ...  = 7.

Енді

К ] (х, s) + ЛК2 (х, 5) + Я2 К } (х, s) +... + Я"-1 К п (х, 5) +...

функционалдық қатарын қарастырайық. Егер де |Я|< . , 7̂ — г болса, онда бұл 
М (Ь -а )

қатар D -  {a < x,s < b} облысында бірқалыпты жинақты. Осы қатардың қосын- 
дысын

Я(х^;Л) = ХЛп ]K n(x,s) (23)
п=I

ядроның резольвентасы немесе шешетін ядросы деп атайды. Резольвента /?(дг,$;Я) 
бірқалыпты жинақталатын функциялық қатардың қосындысы болғандыктан, х, 5

аргументтері бойынша үзіліссіз, ал Я аргументі бойынша |Я|< }— -  облы-
М ( о - а )

сында аналитикалық функция екені айқын. Егер (23) тендігінің екі жағында f ( s )  
функциясына көбейтіп, s бойынша а мен b аралығында интеграл алсақ, онда

J R(x ,s ,A)f(s)ds  = £ А П 1J K n{x,s)f{s)ds
a n 1 a

(24)

теңдігін аламыз. Енді (22) мен (24) теңдіктерін салыстырсақ,

(р{х) = f ( x )  + Л j R(x,s;A)f(s)cis (25)
a

формуласы шығады. Егер бос мүше /  е C[a,b] болса, онда (25) формула-сымен 
анықталатын (р е С[а,Ь] Фредгольм теңдеуінің шешімін аламыз.

3-теорема. Егер алдыңғы теореманыц шарттары орындалса, онда (20) тең- 
деуінің шешімі (25) формуласымен аныкталады.

• 1-ескерту. (25) формуласы Я параметрінің өте кіші (аз) мэндерінде ғана 
орындалатынын дэлелдедік, келешекте (25) формуласы Я параметрінің үлкен
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мэндерінде орындалатыны көрсетіледі. (25) формуласы Л -ның кез келген монде- 
ріне орындалатындай ядролар да бар.

Мысалы, егер ядро өзіне-өзі ортогональ, яғни

f K(x,s)K(s ,x )ds  = О
а

болса, онда Л2, (х, s) = О, жалпы K n(x,s) = 0, Vx,.v. Бұл жағдайда /?(х,я;Д) = K(x,s) 
Л -ға тоуелді емес.

• 2-ескерту. Резольвента У?(х,л;Я) интегралдық тендеулерді

/?(х,^;Я) = K(x,s) +A,\R(x,s^)K{t,x)dt
a

қанағаттандырады. Бұның дұрыстығын (21) мен (23) формулаларын пайдаланып, 
дэлелдеуге болады.

Мысалдар.
1. Фредгольмнің 2-текті интегралдық тендеуі үшін K(x,s) = ex sins, 0 < х , 

s < tt ядросының қайталанған ядроларын табу керек.
п ек +1Шешуі. К ] (х, s) = К (х, ̂ ) = е' sin 5, К 2 (х, s) = J e*+l sin t sin sdt = —- — е' sin 5,
о 2

K,{x,s) = \ K (x,t )K2(/,s)dt = ^6 ex sins, Kn(x,s)=(e*+̂ - 'e*sins,....
о 2  2

2. Резольвентаны пайдаланып, мына интегралдық тендеуді шешу керек:

(р(х) = Л\x e 2s(p{s)ds + ех.

Шешуі. Алдымен ядросы K(x,s) = xe~2s резольвентасын табайық:

К .(x,s) =  K(x,s)  =  х е г\ K 2(x,s)  =  J х е 2,І е ъА  =  ф і - Ъег) х е г\
П ■

1K 3(x,s) = j x e 21 —(1—3 e 2) t e 2sdt =
4

K„(x,s) =

1-Зе -2 \
xe 2s

Т - З е 2Ү"' xe 2s

Олай болса,

R(x,s;A) = xe 2s
, 0 \ - 3 e  2 , J2( l - 3 e1 + Д  —  + Я

-2V f \ - 3 e ^+... + Л‘л-1
n 1

35



Демек, берілген интегралдық тендеудің шешімі

0

3. Енді (20) теңдеуді L2[a,b] кеңістігінде қарастырайық. Біз L2[a,b] кеңісті- 
гінің метрикасын

формуласы мен анықталатынын білеміз. L2[a,b] кеңістігінде С[а,Ь]-ға қарағанда 
параметр Я -ның үлкен мэндерінде шешімнің бар екенін көрсетуге болады.

2-лемма. Егер ядро K(x,s)  е C(D) болса, онда К операторы

Дәлелдеуі. x0&[a,b] нүктесі берілсін. K (x ,s ) ядросы үзіліссіз функция 
болғандықтан кез келген е > 0 саны үшін сәйкес 8  > 0 саны табылып:

яғни [j/(x) функциясы х() нүктесінде үзіліссіз. х0 кез келген нүкте болғандықган 
у/(х) функциясы [a,b] -да үзіліссіз. Осыдан, егер /  eC[a,b]  және K(x,s)eC[a,b]  
болса, (20) теңдеуінің оң жағы кез келген (p&L2[a,b] үшін, үзіліссіз функция екені 
шығады. Яғни сол жағында тұрған: (реС[а,Ь] Демек, L2[a,b] кеңістігінде 
жататын функциялар ішінен тек үзіліссіз функциялар ғана шешім болады деген 
қорытынды шығады.Дәлелдеген лемма бойынша

P l 2 ( ( P ^ < P i )  =  \ \ \ < Р А П ~ ( Р г Щ  М

\/(p(t) е L2[a,b]— >у/{х) = К (р е С[а,Ь].

Сондықтан, Коши-Буняковский теңсіздігін

|^ ( х ) - ^ ( х ң)| = J[a:(x, 5 ) - a:(x0,^)]^(5 )^  < -f|^ (5 )|< *<
и С „

L2[a,b]—tL̂ >C[a,b]a L2[a,b].
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3-лемма. Егер

В =
(  һ һ

Л К (x,s)dsdx
\ а  а

= м

деп белгілесек, онда К операторы параметрдің |Я| < — мондерінде қыеу операторы 

бол ад ы. Шынындада,

к <Р\ ~^(р 2 = ^\K(x,s)[(p,{s)-(pz{s)]ds

болғандықтан, Коши-Буняковский теңсіздігін пайдаланып

|К^| - К ^ 2|2 < X \ K 2{x,s)ds\[(p,{s)-(p2{s)Yds

теңсіздігін аламыз. Енді осы соңғы алынған теңсіздіктің екі жағында х бойынша а 
мен b аралығында интегралдасақ

b b b b

| |К ^ , -  Ұ̂ (р2\  dx < Л2 J J К 2 {x,s)dsdx^\(px(s) -  (p2( s )2 ds

немесе

р  (К р ,, К <р2)< Л В  р  (^ ,, (р2)

теңсіздігі шығады. Осыдан

р,  (К ^ ,,К ^ 2)< |А |-Л -а  {(рх,(р2) (26)

(26) теңсіздігінен В оператор \Л\ В < 1 болғанда ғана қысу операторы болады.
Қысып -  бейнелеу принципінен (20) теңдеуінің жалғыз ғана шешімі болуы

үшін теңсіздігі \Л\<— орындалуы керек. Расында В < М ( Ь - а ) бол-ғандықтан
В

облысынан кең екені шығады. Бірақ |Д| < 1
\Л\< — облысының л<  —  , .. . .  ч1 1 в M(b-a) М(Ь-а)
облысында жуықтайтын тізбек интегралдық тендеудің шешіміне бірқалыпты

жинакды да, а л ___ !-----<|Я|<— облысында бұл тізбек орташа жинақталатынын
M(b-a) В

айтуға болады.
4. K ( x , s ) е L2 (D)  болсын. Сонда келесі тұжырым орынды.
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b

4-лемма. Егер Кср = J K(x,s)(p(s)ds интегралы ндағы (р(х) е L2[a,b] болса, он-
а

да ол интеграл (а,Ь) интервалының барлық нүктелерінде дерлік бар жэне
К(р  е L2( a , b )  болады.

Дәлелдеуі. |А^(х,^)^(л)| < 0,5АГ2(х,л) + 0 ,5^2(л) теңсіздігі эрқашан орын-ды.
(26) теңсіздігінің оң жағының бірінші қосылғышы s айнымалысы бойынша бар- 
лык xe[a,b] үшін дерлік, ал екінші қосылғыш [а,Ь] кесіндісінде 5 бойынша инте-
гралданады. Міне бұдан K(x,s)<p(s) функциясы барлык хе[а,Ь\ үшін дерлік s

ь
айнымалысы бойынша интегралданады, яғни ^ K(x,syp{s)ds интегралы барлық

а
жағдайда дерлік анықталған. Коши-Буняковский теңсіздігі бойынша

\К(р\2 < J |a:(x,5)|2̂ J |^ (5 ) |2 ds = ||^||2||A '(jc ,j)|2flfe
a  a  a

өрнек орынды, ал бұдан

b b

| |Л ^ |2 dx < ||^||2 J J* J AT (jc, dsdx < oo,

яғни K(p(x) e L2(a,b) екені шығады. Демек, лемма дэлелденді, яғни

L2{a,b) <В <РL2(a,b)' (27)

5-лемма.
ратор болады. 

Дәлелдеуі.

Фредгольмдік операторлардың көбейтіндісі де фредгольмдік опе-

K ( x , s ) , N ( x , s )  g L2( D )  болсын. Бұлардан:

П  I  п

NK<p =  ^ N ( x , s ) \  j  K ( s , t ) ( p ( t ) d t d s

Әрине, бұл өрнектің оң жағындағы <p(t) е L2 [«,/>] болса, онда теңдіктегі қайта- 
ланған интегралдар анықталады. Олай болса, Фубини теоремасы бойынша

п п п Р
NK(p = J (p(t)dt^N(x,s)K(s,t)ds = J l J N(x,t)K(t,s)dt xp(s)ds.

b
Егер M(x,s) = jN(x,t)K(t,s)dt  деп белгілесек, онда:

a
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N\i(p = J M (x,s)(p(s)ds. (28)

ilia
Енді M(x,s) e L2(D) екенін көрсетейік. Коши Буняковский теңсіздігі бойын-

теңсіздігі орынды. Бұд теңсіздіктің екі жағын D  төртбұрышы бойынша инте- 
граддап,

Л Л Һ һ Һ һ
JJ|M (x,5)|2 dxds < J||yV(x,/)|“ dtdx^\K{t,s)\dtds < BB2, (29)
и  и  а  а  а  и

демек, М (x,s) е L2(D) . Одай бодса, NK операторы фредгодьмдік оператор бодады.
3-ескерту. Жадпы жағдайда фредгодьмдік оператордарды кобейту амадында 

орын ауыстыру заңы орқашан орынды бода бермейді.
Мэседен, К (х,s) = \, N(x,s) = x - s ,  a -  0, b = 1 бодсын. Сонда

' 1 ' 1
N K ( p  = J ( x ---- y p { s ) d s , K N ( p  = | ( ---- S ) ( p ( s ) d s .

0  ̂ 0 ^

4-ескерту. Егер K(x,s), N(x,s) e L2(D) бодса, онда (28) өрнегіндегі 
M(x,s) e L2(D) бодады. Расында, егер

b h

В] = \ \ \ Kn(X’Sf dxds

деп бедгідесек (мұндағы, Kn(x,s) - n - қайтаданған ядро), онда
ь

К п (х , s) = j  К п_, (д:, t)K{t, s)dt.

Жоғарыдағы (29) теңсіздігін N(x,s) = Кп ,(x,.v) үшін пайдадансақ: В; < В 1 Вя2_,, 

ад бұдан В 2п < В 4 В]_2 < ...<  В 2п немесе Вп < В ”. Сондықтан (27) теңсіздігін еске-

ріп,
(30)

шартын адамыз.
Егер K(x,s) g L2(D) шарты орындадса, онда 4 ескерту бойынша од ядроньщ 

қайтаданған ядросы да сод шартты қанағаттандырады.
Егер
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деп белгілесек, онда

Ап = sup
х a

һ (  һ

j | ^ ifU , ) | - J . v < j  ,(дс,t ) K ( t , 5 ) 1  d s  <  В ]  .
а а у а )

Һ

Ал J | АГ/( ,(х,5)|2 d s  < Ап , болғандықтан соңғы теңсіздіктен
а

b

А п < В 2Л п A B ln 2 жэне j | K n( x , s )\2 d s  < А В 2п (31)

теңсіздігі шығады. 
4-теорема. Егер

п
ср(х)  =  Я J K ( x , s ) < p ( s ) d s  +  f ( x )

Фредгольм тендеуіндегі K ( x , s )  е  L 2( D )  жоне |xl| < — болса, онда ол тендеу үшін
В

түзілген Нейман қатары тендеудің шешіміне <р{х)е L2(a,b) орташа жинақты.
п+р

Дәлелдеуі. X  ЯтК тf  қатар үшін үшбұрыштар теңсіздігі мен жоғарыдағы
т=п+\

(30) өрнегін пайдаланып, мынаны аламыз:

п+р
X  r Kmf

т=л+1

п+ р

< х  ИГIк - f
т п+1

п + р

< £ ( И * Г Ф І І ( И « Г  =
т - п + 1

( W T
\-\я\в

Егер п саны жеткілікті дорежеде үлкен болса, онда теңсіздіктің оң жағы өте
п + р

аз шама болады. Демек қалдық мүшесі X  ЛтКт/  болған қатар жинақты, олай
т п+\

болса, жоғарыдағы Фредгольм теңдеуі үшін алынған Нейман қатары интеграл- 
данатын (р(х) функциясына жинақты. Сонымен ||<рп -  q>\ 0, п -> оо. Енді шектік
функция (р{х) Фредгольм тендеуін қанағаттандыратынын көрсетейік. Ол үшін 
К(рп ] ->К(р, /?->оо екенін, яғни орташа жинакты екенін көрсетсек жеткілікті. 
Бүл оңай дәлелденеді, себебі п —> оо жағдайда

\К(Рп < -К 4 < \\к (срп ,~(р)\<в\<рп , -  <р|| —> 0.

5-теорема. Егер K(x,s)e L2(D) шартына қосымша |AT(jc,.v)| < М шарты да 
орындалса, онда Нейман қатары [«,/>] кесіндіде бірқалыпты жинақты болады. 

Дәлелдеуі. Нейман қатарының жалпы мүшесін бағалайық:
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K mU,.v)|2 J .s j .

Егер (31) теңсіздігін пайдалансақ,

теңсіздігі шығады, оның оң жағында еселігі \Л\В < 1 болатын геометриялық про-
грессияның жалпы мүшесі. Вейерштрасс теоремасы бойынша: жалпы мүшесі 
осындай қасиетке ие қатар, бірқалымты жинақты. Теорема дэлелденді.

5. Еиді кополилемді интегралдық теңдеулерге жогарыдшы келтірілген тео- 
рияларды қолдаиайық. Көпөлшемді Фредгольм теңдеуіне де қысып бейнелеу одісі 
орынды.

(р{х) = ^ K ( x ^ y p ( ^ ) d ^ ± f { x )  (32)
п

теңдеуінде D шенелген немесе /?" -дегі шенелмеген облыс, х = (jt,,jt2,...,jcn), 
£ = (£,,£2 ,...,£„) ал оның ядросы АГ(х,.?) D xD  облысында үзіліссіз немесе 

е  L2(D x D), я ғ н и

І ”^ > |= |І Г | |^ ,Х , , ) / ( . 5)Л |< |Д Г |/|||} |

£)| d^dx = В2 = const < оо

DD

болсын. Жоғарыдағы шенелгендік шарты көпаргументті функция үшін

||Аг(дг,̂ г)| d% < А = const

түрінде жазылады. (32) теңдеудің ядросы соңғы екі шарттарды қанагаттан-дырса, 
тендеу үшін жоғарыдағы түжырымдар орынды екенін долелдеу қиын емес.

Егер \Л\ < — болса, онда (32) тендеу біртіндеп жуықтау әдісімен шешіледі 
В

жоне оның шешімі жалғыз болады. Бұл эдістегі қайталанушы ядролар

k X* ,s )= K ( x , s \ K 2(x,s)=\KXx,n)K(ri,s)dTi,..., K n(x,s)=\Kn ,(д:,T])K(p,s)dT]

өрнектермен анықталады да тендеудің шешімі

V( x )= f (x )+X \ R { x ^ , X ) f ( mГ)

түрінде табылады, мүндагы, R(x&X)K(x,%)  ядросының резольвентасы:
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R {x4 \X )= K l( x 4 )+ ^ K 2( x ^ ) + . . . + r - ' K X x 4 V - -

Егер К і х ^ ) е  С( D у [)), D -  шектелген облыс болса, бұл қатар Я| < - болған-

да бірқалыпты жинақты, ал Я(х,^,Я) үзіл іссіз функциялық қатардың ш егі ретінде 
үзіл іссіз функция.

6. Интегралдьщ теңдеулер жүйесі. Ф редгольмнің 2-текті интегралдық тең- 
деулері ж үйесі

т ^
%М = Jк и (x^ypj(s)ds + f ( x \  і =  1,2,-..,т

Ма
(33)

түрінде болады. Бүл ж үйенің ядролары K u(x,s) g L2(D) , ал бос мүшелері 

f ^ L 2(a,b) болсын. Осы ж үйенің  ш еш імі болатын (р,(х ) функциялары L2(a,b) 
кеңістігінен ізделеді. Бүл теңдеулер ж үйесі үш ін жоғарыдағы тұжырымдар толық

түрде орынды. Ал теңсіздігіндегі В үшін:

В2 = f , \ \ \K  {x,s^dxds
У=І а а

ж эне K^x^s) ядролары үш ін

о . 2
(х,^)| ds < Aj} =  const

шарттар орындалса, онда (33) ж үйе біртіндеп жуы қгау әд іс і арқылы ш еш іледі. Ол 
жуықгап ш еш у үдер ісі бірқалыпты жинақты. Бүған б із  толық токталмаймыз, 
себеб і ж үйені Ф редгольмнің 2-текті бір теңдеуіне келтіруге болады . Бірақ ол 
теңдеу тек бір интеграл үш ін ем ес, одан т есе  кең облы ста қарастырылады. 

а < х < a +  m(b -  а) аралығында Ф (х) пен F ( jc) функцияларын

a + (i - 1  )(b -  a) < t < a + i(b — a)

болғанда

Ф (х) =  ^ , ( * - ( ' - 1 ) ( 6 - я ) ) ,  Ғ(х) = / ( х - ( і - \ ) ( Ь - а ) ) ,  i = 1,2,...,m

түрінде анықгап, ал AT(.x,s) ядросын Qm = { a < x , s < a  + m(b — а)} облы сы нда  

a + ( i - \ ) ( b - a ) < x < a  + i(b-a);  a + ( j - \ ) ( b - a ) < s  < а  + j ( b - a ) \  болғанда

K(x,s) =Ку(х - (i - 1 )(b - a),s - (J - 1 )(b - a ) \  i j  = 1 ,2 ,...,m

арқылы өрнектеп, (33) тендеулер ж үйесін
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ll + hth и)

Ф(х) = Я |АДх,5)Ф(5)<і$ч-Ғ(х)
а

жазсақ, онда біз құрған /Дх,л) ядросы Qm- де интеграпданады, an Ғ(х)е  L,(a,a + 
+ m{b~a )) болады. Шынындада,

а + т (һ -а ) т а+і(Ь-а)
1 \ П * І 2dx = ±~ ']~)ғ(х)\1 dx = ± “' Y \ / X x - ( i - \ ) ( h - a f  dx =“ I I <1 I =] a
„ h 2tn "

= Z f / W I  Л <00.

Дэл осылай,
u + mci u + m (h + a) m a -H ( b -a )  a+ l(b  a) 7

I J K(x,s) dsdx=Y  j j \Kij(x,s)~dsdx=B2<cc.
'./ I

§3.3 . Қ ы сы п  бей н ел еу  әдісін  В ольтерра тең деуін е ж әне сы зы қ ты қ  
ем ес и н тегр ал ды қ  тен деул ер ге қолдану

1. Вольтерраның

(р{х) = Л } К  (x,s)(p(s)ds + /  (х) (34)

теңдеуін қарастырайық. Біз жоғарыда Вольтерра теңцеуі Фредгольм теңдеуінің 
дербес түрі болғандықтан K(x,s)  ядросын s > x  болғанда K(x,s)  -  0 деп анықтап, 
Фредгольм теңдеуіне келтіруге болатынын айтқан-быз. Бірақ Вольтерра теңдеуі 
үшін қысып бейнелеу әдісі параметр Я -ның барлық мәндері үшін орынды. 
Сондықтан Вольтерра теңдеуіне арнайы тоқталамыз.

6 -теор ем а . К опеаторы толық метрикалық X  кеңістігін өзіне үзіліссіз 
бейнелесін және Н = Н" операторы п -нің кейбір мәндерінде қысу операторы 
болсын. Бұл жағдайда Кх = х тендеуінің жалгыз ғана шешімі бар болады.

Расында, х0 нүктесі Н  операторының қозғалмайтын нүктесі, яғни х = Нх
теңдеуін қанағаттандырса, онда Кх = К ( Н кх )~  H kKjc = Н кх0 —>х, к оо болады, 
себебі Н  операторының қозғалмайтын х нүктесіне жинақты. Демек Кх = х 
қозғалмайтын нүкте ол жалғыз. Себебі К операторының қозгал-майтын нүктесі 
К " қысу операторының да қозгалмайтын нүктесі. Егер АДх,.?) пен / ( х )  үзіліссіз
функциялар болса, онда:

х
К#? = Ц  K (x 7s)(p{s)ds + / ( х )

и

операторы C[a,b\ кеңістігін қайтадан C[a,b\-rа үзіліссіз бейнелейтінін көр-сету 
оңай.
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M  = max\K(x,s)\, а < х < Ь ,  a < s < x

деп  белгілейік. Сонда:

|К р2- К я |

К 2(р2 - К 2#>,| =

^ М 2{ х - а ) 2 р{(р2,щ)

Я\ /C(x,s)[#?2(s) -  (рх (s)}&
a

X\K{x,s)\¥^(p2 -  К <px]ds

< \Я\М(Ь -  a)p{(px,(p2),

<

ж эне жалпы жағдаида

\Л\"М°(Ь-аҮ ,
Сонымен р ( К ”̂ 2,К " ^ ,)< —-------- :--------- р(<рг (р̂ ).

п\ ’
М іне, бүдан К  операторы мен оньщ К " дәр еж есі операторлары элементтерді 

C[a,b]-ma C[a,b\-rа сәйкестендіруш і үзіл іссіз операторлар екенін көреміз. Оньщ  

үстіне соңғы теңсіздіктегі Я сейкес п санын |Я|"М"(Ь-а)" < 1 теңсіздігін  қанағат-

тандыратындай етіп тандап алуға болады. Д емек, К" операторы үш ін жеткілікті 
дәреж едегі п үш ін қысу операторы болады.

Осы дәлелденген теоремадан К  операторының жалғыз ғана қозғал-майтын 
нүктесі бар болатынын білеміз. Демек, (34) Вольтерраның интег-ралдық тең- 
деуін ің  кез келген Я саны үш ін жалғыз ш еш імі бар болады . Ол

х
<Рп+х(* ) =  Ц K(x,s)q>n(s)ds + f (x) ,  п =  0,1,2,...

тізбегінен біртіндеп жуықгау әдісім ен табылады. Бұл эдістегі нөлдік жуықгау 
үш ін C[a,b] жататын кез келген функцияны алуға болады . Егер <рХ)(х ) =  f ( x )  деп  
алсақ, онда алдыңғы теңдіктен

Щ(х) = f i x )  +  l \K {x , s ) f { s )d s  =  ( /  +  Я К ) / ,  <рг{х) =  ( /  +  Я К )2/  =  /  +  Я К / +  Я2К 2/ , . . . ,
а

<Р„(Х) = (1 +  Я К )И/  =  /  +  Я Қ / +  Я2К 2/  +  ....

К операторының дэрежесін қайталанатын ядролар арқылы анықгайық:

к 2f  = К(Қ/ )  =  SK(x,t)(\K(t ,s)f(s)ds)dt =
a a

= Sf(s ){ \K(x,s)K(t ,s )A}ds  = \ K 2(x,s )f (s )ds ,
a s a
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мұндағы, K 2(x,s) = jK(x,t)K(t ,s)dt . Жалпы
а

мұндағы, K n(x,s) = \K (x , t )K n x{t,s)dt.

жағдайда, К - f  = \K,( ,x ,s)f(s)ds,

Енді A ,̂(x,.v) = деп алып,

K,(x,s) + Ж 2 (х, s) +... + Лп~' Kn(x,s) + ...

түзілген қатарды қарастырайық. М  — max|/^(x,s)| екенін ескертіп,

IАГ2(ДГ,̂ :)| < J|AT(JC,/)АГ, )|<* < Л/2(д: - ^

| * , М < M \ x - Sy
2!

|л:„(х,5)|< M n( x - s )
(л-1)!

и-1

теңсіздіктерін аламыз. Бұл алынған теңсіздіктерден қатар Л санының кез келген 
монінде бірқалыпты жинақты, оның қосындысы х,5 аргументтері бойынша үзіліс- 
сіз функция екенін көреміз. Қатардың қосындысы /?(x,.v;2) деп белгілесек, 
Я(х^;Л)  = K ^x ,s )  + ЛК2(х,5) + ... + Л"~'Кп(х,s) + ... өрнегін Вольтерра тендеуі ядро- 
сының резольвентасы деп атаймыз.

Жоғарыдағы К " үшін алынған өрнектерді пайдаланып, <рп (х) функцияларын

^ х )  = / ( х )  + Ж /  + Ж К2/  + .... + Ж К "/ =

=  / ( х )  +  л ] \ К х( х , з )  +  Л К 2{ х , 8 )  +  . . . + Л п~хК п { х , з ^ [ [ { з № ,  п  =  1 ,2 , . . .

түрінде жазамыз. Бүл өрнектен п —» оо болғанда шекке көшіп,

<p(x) = f(x)+X\R(x,s\X)f(s)ds  (35)
и

интеграддық тендеудің шешімін аламыз.
Мысал. Біртіндеп жуықтау эдісімен мына Вольтерраның 2-текті

х
(р(х) = 3 J (х -  .V )(p(s )ds + x - x 3

о

интегралдық тендеуінің шешімін табайық.
Шешуі. Бастапқы жуық шешімін ^ 0(х) = х - х 3 деп алсақ, онда

3! 3! ,2 п + 3

яғни шешім түрі
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cp(x) = lim (рп (х) = х -  lim 3 ^  - х2п+3
(2я + 3)!

болады.
7- теорема. Егер AT(x,s)eC(D) жэне / ( х ) е ф ,5 ]  болса, онда Вольтерра 

теңцеуінің кез келген Л үшін (35) түріндегі бір ғана шешімі бар болады.

/?(x,s;/l) резольвентасы мына R(x,s\X) = K(x,s)+X\K{x,t)R(t,s- X)dt инте-
s

гралдық теңцеуін қанағаттандырады. Расында,

R(x,s;A) = K(x,s)+ AK2(x,s) + .. .+Ап'Kn(x,s)+...=

= K(x,s)+ Л\ K(x,t\Ki  (/,s)+ AK2( t , s ) + = K(x, t )+a ] K(x,t)R(t,s;A)dt.
s л

Біз K(x,s) пен f (x)  функциялары өз аргуменггері бойынша үзіліссіз функ- 
циялар деп ұйғарып, (34) интегралдық теңдеуінің жалғыз ғана шешімі бар екенін 
көрсетейік. Эрине К  мен /  функцияларына қойылатын шарттарды жеңілдетуге 
болады.

8- теорема. Ядро K(x,s)e L2(D) жэне f ( x ) e b 2[a,b] болсын. Онда (34) инте- 
гралдық теңдеуінің кез келген Л үшін бір ғана (р(х)<Е L2[a,b] шешімі бар болады. 
Ол шешім (35) өрнегімен анықталады.

Бұл тұжырым алдыңғы теорема секілді дэлелденеді. Ал мұндағы /?(х,.у;Я) 
резольвентасы Л бойынша бүтін функция ретінде

й (дг, і ; Д ) = І Я '^ , „ ( х, 4
л=0

D = {a<x ,s<b}  облысының барлық нүктелерінде дерлік жинакталатын 
қатардың қосындысы болады.

1 “1“ 21-мысал. Вольтерраның 2-текті теңдеуі үшін K(x,t) = — cof  х ядро-сының
cos s

резольвентасын табайық.
Резольвентаны табу үшін алдымен қайталанған ядроларды есептейік:

АГ(̂ ,д:)= 1 + cof 2jc. л:2м = } / : ( * ,
COS S

_ 2 (x -,s) l + cos2x  
1! cos2 s

KAx,s)=\K(x, t )K2(t,s)dt = 2: . . . . .
COS s

K„(x,s )=2~' ( x - s ) n 1 l + cos2x 
(л- l )  cos2 s

Демек, резольвента формуласы бойынша

46



R(x,s;/l) = 1 + cos2x

1 + cos2x
cos" s

cos .v

r 2 A ( x - x )

1 + Я .2 к г £ )  + д2.2Чдс-5Г + + д„_, 2 ^ ( £ - £ Г
1! 2! (л-1)!

+ .

2-мысал. Резольвентаны пайдаланып

<р(х) = е5* + 3 j e1(x,)(p{x)dt

интегралдық тендеуін шешейік.
Шешуі. Алдымен бұл тендеу үшін қайталанған ядроларды табамыз:

K,(x,s)=K(x,s)=e2< - \ K 2( x - s ) = j e 2u = е2<-'» 5>,

2! (л-1)!

Демек,

R(x,s\A)= е2{х~s)

Енді (35) формуласын пайдалансақ, берілген теңдеудің шешімі

(р(х) = е5х + 3| e5(x~s)e5sds = (і + Зх)е5х.
0

• Ескерту. 7-теоремадан біртекті интегралдық

х
(р(х) = Aj К  (jc ,s)/?(x)ds

1 + 3 (*~л)
1!

v (x -sy_
2!

+ ... + 3n-1(лг-s )"  1 — -v)

теңдеуінің барлық Я үшін тек қана (р(х)~ 0 шешімі бар болады.
1. Вольтерра типіндегі интегралдық тендеулердің

<р,(х) = / = 1,2 ,...,w
7=1«

жүйесіне қысып бейнелеу эдісін қолдануға болады. Бұл жүйенің біртіндеп жуық- 
тау арқылы алынған шешімі кез келген А мен xe[a,b\  мэндерінде жинақты. Егер 
K 0.(x,s)eC(D)  жэне f ( x ) e  C[a,b] болса, онда жүйенің шешімдері (р,(х)еС[а,һ\

болады.
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Жоғарыдағы біртіндеп жуықтау әдісі көп аргументті функциялардың инте- 
гралдық тендеулері үшін де қолданылады. Моселен, екі аргументті функция үшін

(р{х,у) = f (x ,y )+  Я\)K(x,y\sj)(p(s\t)dsdt
а с

интегралдық тендеуіне айтылған эдісті қолдануға болады. Ал Я параметрі бойын- 
ша жіктеліп, ол Я -ның кез келген монінде жинақты болатын жоғарыдағы жағдай 
тек осы интегралдық тендеуді шешуде емес, одан күрделі, мэселен, теңдеудің оң 
жағында тек екі еселі екі одан басқа бірөлшемді интегралдар да бар интегралдык 
тендеуге, мысалы,

х

(р(х,у) = f ( x , y )+ X \K x(x,y\s)(p(y,s)js +
a

у  х у

+ Я\ К 2 (х, у; s)cp(x, s)ds + Я2 J J (х, у; s , t)<p(s,t)dsdt

типтес тендеуге қолдануға болады
Дол осылай, жоғарыда айтылған әдіспен

х
(р{х) = /(х)+Я \K(x,t)(p(t)dt

жоне
X у

<Р(Х,У)= А Х,У)+ Я j jK(x,y;s,t)(p(s,t)dsdt
ш1( х ) ю 2( у )

интегралдык теңдеулерінің шешілетінін және олардың жалғыз шешімі бар екенін 
долелдеуге болады. Мұнда, а < со̂ (х) < х және с < со2 (у) < у .

2. Сызыңтык, емес интегралдык, теңдеулер. Мына түрдегі сызықтық емес 
фредгольмдік

(р(х) = Я\ K(x,s-,(p(s))ds + f ( x )  (36)
a

теңдеуін қарастыралық, мұндағы K(x,s\z) функциясы a < x ,s < b ,  -oo< z< oo  об- 
лысында үзіліссіз жоне /(х )е  С[<з,/>]. Бұл шарттарға қосымша K(x,s ,z ) функциясы 
үшінші аргументі бойынша Липщиц шартын: $ ;* ,) -K(x,s;z2}< N\z ,- z 2|
қанағаттандырсын (N  түрақты сан).

К<р = Я\ K(x,s-(p{s))ds + f ( x )
a

Деп белгілейік. К оператор толық метрикалық кеңістік С[«,б]-ны қайтадан өзіне 
бейнелейді. <pt(x) мен срг(х) функциялар C[a,b] кеңістігінен болсын. Олай болса.
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|K<p2-K<p,| =
п

ЛІ K(x,s;<p2)-K(x,s;(pl)ds < \h\N\b-a\m2Ly\(p2(s)-(p\(s)\
1 a < s < b  1

немесе ^ ( К ^ К ^ )  < \A\N\b-а\р((р2,(р]) теңсіздігі орынды. Демек, егер 

ИІ< д г | - |  болса, онда К қысу операторы болады. Олай болса, жоғарыдағы

Банах теоремасы бойынша (36) түріндегі интегралдық теңдеудің \Л\ < — — т
N\b-a\

мэндерінде бір ғана үзіліссіз шешімі болады. Ол шешім жоғарыдағыдай біртіндеп 
жуықтау әдісімен

ь
<ря+у(х ) = Я J A fo  s; (s)>/s + /(* ) , п = 0,1,2,....

анықталады, мұндағы (рХх ) шешім функциясын С[я,&] кеңістігінен қалаған түрде 
алуға болады.

Вольтерраның 2-текті сызықтық емес интегралдық тендеуін

(р(х) = ^\K(x,s\(p{s))ds + f(x )  (37)
a

қарастыралық. <р0(х) ретінде [а,Ъ\ кесіндіде анықталған кез келген үзіліссіз функ- 
цияны алайық. <р0(х) функциясын (37) тендеудің оң жағына қойып жэне

X

<р\ М = / М +Л\к(х,з; <р0 (s))ds
a

деп белгілеп, одан кейін
х

4>г W  = /  W  + Ц  к (х ,S', ft  (•s))ds
(1

өрнегін түземіз; дэл осылай, жалпы түрде

х
<Рп+\(* )= /(х )+л{к {x,s;(pn(s))ds,..., (п = 0,1,2,.••• )•

a

Демек, б із^0( 4 ^ ( 4 ^ 2( 4 - ^ « ( 4 -  түріндегі үзіліссіз функциялардың ақыр- 
сыз тізбегін алдық. Енді осы тізбек [a,b\ кесіндіде (37) теқцеуінің үзіліссіз шеші- 
міне жинақты болатынын көрсетуге болады.

Расында, (рХх) функциясын

(Рп (х ) = <Ро W  + [ft О ) -  fto(*)] + [<Рг(х ) - < Р М \ -  + [<Рп -  <Рп-\ (*)]
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түрінде жазайық. Міне бұдан біз тізбектің жинақтылығын дәлеледеудің орнына 
ср0 + (р, -  (р0) + (<рг -  (р,) +... + ((рп -  (рп.х) + • • • қатарының бірқалыпты жинақтылы-ғын
дәлелдеу жеткілікті екенін көрсетеміз. Ол үшін (рп+\{х)~ (рп{х ) айырымын
бағалайық:

I <рг (х) -  <рх(х)| < \X\\\K(x,s-(p„ < (5) -  %
a  а

белгілеуін енгізіп, соңғы теңсіздікті

(p2- ( p \ < \ X \ M , N ^ p

түрінде жазамыз. Дэл осылай,

~ Ф г \  ~  \Л Щ \ < Р г СО -  <Р\ ( 0 | *  ^  J  ( s  ~  a ) d s  А Л \2 N ' M o ^ Х  ^
a  a  Z !

олай болса, жалпы түрде:

\<РМ -Ч >. \Щ  = 1,2,....

Бұдан қатардың бірқалыпты жинақтылығын, яғни жуықгау тізбегінің ше- 
шімге жинақты екенін көреміз.

§3.4. Ерекшелігі әлсіз ядролы интегралдық теңдеулер

1. Фредгольм теңдеуі. Ақырлы D cz R m облысында көп аргументті теңдеу 
қарастырайық:

ср(х) = A\K(x,s)(p(s)ds, (38)
D

K(x,s)  = H(X’iK  0 < a < m ,  H (x ,s )  е C (D x D ) .  (39)
|jc-5|

(38) түріндегі теңцеуді ерекшелігі элсіз ядролы интегралдық теңдеу, ал (39) 

түріндегі ядроны ерекшелігі элсіз немесе полярлық ядро деп атайды. Егер с к  —

болса, онда К(х, s) Фредгольм ядросы деп аталады. Расында, д  < — болған жағ-
2

дайда
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„ г ,  лі! , c 2|S,|A-!"J л  (x,.v) t/.V = ---1-- 1------ < 00.
d m -  2 a

Мұндағы, S] болса R m кеңістігіндегі радиусы бірге тең сфера бетінің ауданы, 
ал һ болса D облысының диаметрі. |Н (х,л )| < с < оо болғандыктан,

\ \ K { x ^ d s < c ^ - ^ < e  (
D  D \ X  —  S \  | . r - . v | <A X  — 5

орынды. Бұл соңғы интегралда центрі х нүктесінде болатын сфералық координа- 
таларға көшсек жэне ds — r m+'drdSi екенін ескерсек,

\ \K{x,s)^ds<c2 j
D  | jc- s |<A

ds
х -  s\12 a

drdSt = c 2 iS, |/?m 20
m - 2 a

1-лемма. Ерекшелігі элсіз ядролы К интегралдық операторы C(D) кеңістігін 
тағы да C(D)-ra , ал L2(D) кеңістігін тағы да сол L2(D) кеңістігіне бейнелейді:

ІКД £ ^ | / 1 > N  = "іа5Х
D

ЦК/'ll < VaW* I/I  , N* = m ax||АГ(х,5)^4II N ̂2 2̂ .SeD 1

Дәлелдеуі. Алдымен

dKj а <са8 па , \ / x e R m (40)
a>g |Х-Л’|“

теңсіздігін долелдейік. Бұл теңсіздіктегі cos радиусы S  болтан шар. Расында, егер 
\х\>28 болса, онда \x-s\  > |x |- |s |> S  теңсіздігі барлық \s\<8 мэндерінде орынды,

сондықтан

\ ds
I \аX -  s\

J ds

Егер де |x| < 28  болса, онда |х -  у\ < |х| + |у| < 38  жоне

<°$ <038

d% _(3д)п а
|£|а п - а

демек, (40) теңсіздігі долелденді.
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f  e C(D) болсын. Ол кезде

(К f ) (x )  = J K (x ,s ) f ( s )d s  = J ~ ^ - f ( s ) d s
D  D  X - S |

D облысында үзіліссіз функция болады. Vx0 е D нүктесін бекітіп жэне \ / £ > 0 
деп алайық. Сонда

|(К /)(х )-(К /)(х 0) |< с  j
Ш6(Хо> X -  5

+
х(, - 5

ds + с j + ds.
D шо ( х 0 )

Бүл өрнектің оң жағындағы бірінші интеграл (40) теңсіздігіне байланысты 
2CCaS n a шамасынан үлкен бола алмайды, ендеше S -ны жеткілікті дорежеде

£ .
кішірейтіп, бірінші интегралды — -ден кіші етуте болады. Ал екінші интеграл

астындағы өрнектер |х -  х0| < — мен |х0 -  s| > 8  облыстарында (x,s) аргумент-тері 

бойынша бірқалыпты үзіліссіз, сондықтан барлық, үшін ол инте­

гралды орқашан ^  -ден кіші етуте болады. Демек, барлық |jt-jc0|< y  үшін 

|(К /)(х )-(К /)(дО |< * .
Бұл Vx0 g  D нүктесінде (Қ/)(х) -тің үзіліссіз екенін көрсетеді, яғни 

K /(x )eC (D ). Олай болса,

= max j |^ (x ,5 ) / (5 )^  < ||/||с max J|AT(jc,s)\ds = W||/||
r D  '  D

теңсіздігі орынды.
Енді f  e L 2 (D ) болсын. Коши-Буняковский теңсіздігін пайдалансақ,

||Қ/і; = J|K /|2*  = J !K (x ,s) f (s )ds  dx< Я / М Щ  ■ Ш Щ  • I /(5)1 <
2 о  D  D  D D

< J j JI K{x, s)|afs JI K(x, j)| • | / | 2 ds Wx < N J f | / | 2 J \K\dx\ k  < N N * П f \2 ds = N N ’
O I d  n  J D \  D  J  D

Бұл К операторының L2(D) кеңістігін L,(D) -ға бейнелейтінін көрсетеді. 
Осы долелдеген лемманы жоне өткен параграфтағы тұжырымдарды пай- 

далансақ, ерекшелігі элсіз ядролы (38) интегралдық теңдеуінің шектелген D x D

облысында кез келген f  eC (D ) жоне |А |<— болғанда Нейман қатары түріндегі

жалгыз шешімі бар болады, ол қатар D облысында бірқалыпты жинақты. Соны- 
мен бірге жоғарыдағы ерекшелігі олсіз (39) ядролы (38) интегралдық теңдеуін
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ядросы шектелген эквивалентті интегралдык теңдеумен ауыстырып шсшуге 
болады.

Алдымеи мына лемманы дэлелдейік.

2-лемма. Егер K i(x,s) = -—4 — , а < т , і  = 1,2 болып жоне D a  R'" шек-
\x -s \a'

телген облыс болса, онда

Ki(x,s) = \ K 2{x,t)K](t,s)dt (41)

полярлык ядро, оның үстіне

_ А ____
I а .  + а 7 т  5JC -  .V

« , + « , >  т,

K^(x,s) < А4 1п |х  -  s\ + As, а ] + or, = т,

D х  D облысында узіліссіз, а ] + а, < т

(42)

болады.
Дәлелдеуі. Егер а х+ а 2<т  болса, \ K 2(x,t)Kt(t,s)dt интегралының кез

D

келген \/x ,s g D үшін бірқалыпты жинақты екені түсінікті, сондықтан K 2(x,s) 
ядросы DxD  облысында үзіліссіз. Лемманы толық дәлелдеу үшін a t + а 2 > т 
болғанда (42) теңсіздігін долелдейік.(41) ядросын бағалау нотижесінде

А',(.с,/)| = А,А, S dt
(.x - t r ( i - s )a1

\/x,S G D

екенін аламыз. Бүл теңсіздікке rj = x - t  ауыстыруын енгізіп, D облысын диаметрі 
һ болған соһ{х) шарына ауыстырсақ,

K 2(x,s)\< А{А2 \ —
dij

7] \Х — S — 7)

Енді |x -x | = r  ( x - s  = r-6,  |0| = 1) белгілеулерін енгізіп және интегралдағы 
айнымалыларды r = r£, drj = r"d% етіп ауыстырсақ,

K,(x,s)  |< Д А /-" '"Г"! J d4

= А,А2г"~а'"'2

\4Г-\ө-?\ '
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Бұл теңсіздіктің оң жағындағы бірінші интеграл \Ө\ -1  болғандықтан шек 

телген шама, яғни

1 < А ,
ah

и  .
ал |£ |>2 болған кезде = екенін ескеріп, екінші интегралды

бағаласақ,

f — < 2а' f , ^ —  = Т '  |5,| \ p m...... dp <
2<|,1

2“' \S, h — 1

2“'|5 1|ln
v2y

, «, + a 2 > m

, a ]+ a 2=m.

Міне, осы соңғы теңсіздіктерден (42) өрнегінің орынды екені шығады.
> Салдар. Егер ядро элсіз ерекшелікті болса,оның қайталанған ядролары 

қайсыбір (екінші) нөмерінен бастап шектелген болады.

Расында, K(x,s)=  , 0 < а < т  ядросының п қайталанушы ядросы, 2
Іх-яГ

лемма бойынша

С , п а  - { п - \ )т  > 0,I \па-(п-\)п<<!|х-5]
Ст, п а - ( п - \ ) т  <0

түрінде бағаланады, мұндағы, Сп шектелген тұрақты шама. Әрине, бұл өрнек шек-
Ү Ү Ітелген (егер п >

т - а
) болса. Барлық уақытта жоғарғы (39) түріндегі ерекшелігі

әлсіз ядролы (38) интегралдық тендеуінің ядросы қайталанған AA(x,s) немесе 
Â3(x,s), K a{x ,s ) ядроларымен ауысқан сол типтегі теңдеулерге келтіруге болады.
Ол үшін (38) теңдеуіндегі х  -ті s -пен, ал s -ті t -мен ауыстырып, одан кейін 
тендеуді A/C(x,s)-Ke көбейтіп, пайда болған өрнекті s бойынша интегралдап,

A J К  (х, 5 )cp(s )ds = A JIA J К  (s, t)cp{t)dt W (x, t )ds + A f f (s )K  (x, 5 )ds
о  D  {  D  J I )

теңдеуін аламыз. Бұл теңдеуден жоне (38) теңдігінен

(р(х) - Л 2 \ К 2 {x,s)(p(s)ds + / ,  (х)
і)

екені шығады, мүндағы,
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Дол осылай

/  2 W  = /  W  ■+ Л J К(х, s )f(s )ds.
D

ср(х) = Я3 J К(х, s yp(s )ds + /з (х),
D

ал мұнда,

/з W  = / 2 (х)+Л \ К 2 (х, s ) f2 (s)ds,
D

міне, осылай жалғаса береді.
Бұл үдерісті шектелген санақты түрде қайталап, ядросы Kn(x,s) шектелген, 

үзіліссіз болған Фредгольмнің 2-текті интегралдық теңдеуін аламыз. Демек, 
ерекшелігі олсіз ядролы интегралдық теңдеуді регулиярлы ядролы интегралдық 
тендеуге келтірдік.

2. Вольтерра теңдеуі. Ерекшелігі олсіз ядролы

(р{х) = Л\ K{x,syp{s)ds + f { x )  (43)
a

тендеуге келтіруге болады. Мүнда,

L  W  = /*-. W + A K M L  1 (s)ds, f  (x)=f(x).

3-лемма. Егер (43) теңдеуінің ядросы

K (x ,s )= N (X,SJ , 0 < а  <1 
\x — s\a

түрінде болса, онда ол теңдеудің ядросы қайталанушы

к ( у А - J U x X L  „ _ 23&n\XiS)~  , |л(а-1>+1 ’ ПJC-5

түрінде болады, мұнда Н n{x,s) кез келген шектелген функция. 
Дәлелдеуі. Алдымен K 2(x,s) жағдайын қарастырайық:

K 2(x,s) = jK(x,t)K(t,s)dt = l
S S

H(x,t)H(t,s) , 
( x - t ) a( t - s ) a

бүған t — s + (jc—s)z деп жаңа айнымалы енгізсек,
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1
k 2(x ,s )=- \2a-\

H(x,s  + (x- s)z)H(s + ( x - s ) z , s ) ^  _ H 2{x,s)

'*(1 - z f x —5|2 a 1

мұнда H 2 (x, 51) шектелген үзіліссіз функция, себебі бұл соңғы өрнектегі интеграл 
а  < 1 болғанда жинақты. Осы үдерісті қайталап,

K 3(x,s) = H }(x,s)
x - s \Ъа 2

K n{x,s) = H n(x>s)
I п а  п +X -  s\

қатыстарын аламыз. Ал осы өрнектерден белгілі бір п нөмерінен бастап K n(x,s)
ядросы шектелген, демек, осындай ерекшелігі әлсіз (43) интегралдық тендеуі 
Вольтерраның шектелген ядролы тендеуіне келеді. Сонымен ерекше ядролы 
Вольтерраның интегралдық теңдеуін ядросы шектелген интегралдық тендеуге 
ауыстырдық. Соңгы тендеуді біртіндеп жуықтау эдісімен шешеді, ол шешім Л - 
ның кез келген мэні үшін табылады.



4. ФРЕДГОЛЬМ  ТЕОРИЯСЫ

§4.1. Ерекшеленген ядролы Фредгольмің
2-текті интегралдың теңдеуі

Ерекшеленген ядро деп біреуі тек х айнымалысына, ал екіншісі тек S айны- 
малысына тэуелді екі функция көбейтінділерінің ақырлы қосындысынан тұратын, 
яғни

К (х, s) = £  a. (x)b. (s) (44)

түріндегі ядро аталады. Жалпы жагдайда ai(x),bi(s) функциялары өзара сызықты
тоуелсіз деп қараймыз. Егер олардың кейбіреулері сызықты тоуелді болса, (44) өр- 
негіндегі қосылғыштарды жинақтап, көбейткіштері сызықты тэуелсіз болатындай 
етіп түрлендіруге болады.

a,(x),bi(s) е L2[a,b] болсын. Бұл жағдайда K(x,s)  е L2[a,b] Фредгольмнің 
екінші текті

ь
(р{х) = Ц  K(x,s)(p{s)ds + /  (х)

a

(45)

интегралдық тендеуін қарастырайық. Егер АГ(х,5) ядросын (44) өрнекпен ауыс- 
тырсақ, онда (45) теңдеуден

(р{х) = А £ а  (x)j b, {s)(p{s)ds + f { x )
і=\ а

(46)

теқдеуі шығады. Бұл тендеудің шешімі бар деп ұйғарайық. Егер

С, = b, (syp(s)ds, і = 1,2, . . п
г - \

деп белгілесек, онда
«р(х) = / ( х )  + А І С я  (х).

і=і
(47)

Сонымен (45) теңдеуінің шешімін табу мәселесі тұрақты С,, і = \,п белгісіз
коэффициенттерін анықтауға келтіріледі.

Егер (47) тендеуінің екі жағында Ь,(х) функцияларына көбейтіп, алған өрнек-
ті х бойынша а-дан b-ға дейін интегралдасақ, С, коэффиценттерін анықтайтын
алгебралық сызықтық теңдеулер жүйесін
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аламыз, мүнда

C - f f r ^ C :K,r  / = 1,2,...,П

/  = \f(x)b,(x)dx, К,
а а

Эрине, осы алгебралық жүйенің шешімі жоқ болса, онда (46) интегралдык 
тендеуінің де шешімі жоқ болады. Егер С,,С2,...,С„ белгісіздері (48) жүйенің ше- 
шімдері бар болса, онда (47) теңдігінен (р(х) фунщиясының (46) тендеуінің шеші-
мі екенін тексеріп көру қиын емес.

Ал (48) теңдеулер жүйесі шешімінің бар болуы белгісіз С,,С2,...,С„ коэффи- 
центтерінен құралған анықтауышқа байланысты екені алгебрадан белгілі. Сон- 
дықтан

Д (Я ) =

1 -ЛКи - я к п ... - л к ]п
- л к 2{ \ - ж п ... - л к 2п

- ж я1 - ж пг .•• 1-ЛК"

анықтауышын қарастырайық. Әрине Dn(A) анықтауыш Л-га байланысты n-дәре- 
желі көпмүшелік жэне Dn(A ) ^ 0 ,  себебі Dr(0) = 1. Демек, ДДЯ) көп-мүшелігі 
түбірлерінің саны п-нан артық болмайды. Ол түбірлерін Я,, Л2 Лп деп белгілейік.

Dn(A) көпмүшелігі (46) теңдеуі үшін Фредгольм аны қтауы ш ы , ал ол көп- 
мүшеліктің түбірлері Я,,Я2,...,Я„ Kn(x,s) ядросының немесе (46) интегралдык 
теңдеуінің меншікті мондері (сандары) деп аталады. Сызықтық алгебралық жүйе 
теориясы ( Ц,(Я) анықтауыш үшін) мына тұжырымдарға экеледі.

1°. Егер Я саны Dn(A) көпмүшелігі түбірлерінің бірде біреуіне тең болмаса, 
онда кез келген / , ( /  = 1,2,...,«) функциялары үшін (48) жүйенің жалғыз ғана ше- 
шімі бар болады. Демек, (45) интегралдық теңдеуі үшін мына тұжырым орын- 
далады.

1-теорема. Егер Я саны K(x,s ) ядросының меншікті мэні болмаса, онда (46) 
интегралдық тендеуінің кез келген / (х) үшін (47) өрнегімен аныкталған жалгыз 
ғана (р{х) шешімі бар болады.

Әдетте, бұл тұжырымды “Фредгольмнің бірінші теоремасы” дейді. 
£)„(Я)*0 болса, біртекті алгебралық жүйенің шешімдері С, =С , = ... = СЯ = 0 бо­
лады. Сондықтан Dn(A) ^  0 жағдайында біртекті интегралдық теңдеудің ( f ( x )  = 0 
тек қана нөлдік шешімі бар болады.

Егер (48) жүйесін Крамер эдісі бойынша шешетін болсақ, онда алымындағы 
анықтауыштарды бос мүшесі орналасқан баған элементтері бойынша жіктеп.
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С' Ъ  \ л ) % ° * {Х)' =  К 2 , . . . , Л 7 )

жазуға болады. Мұндағы, DДА) алгебралық толықтауыш, ол керсеткіші п-1-ден 
аспайтын А-ға байланысты көпмүшелік. Белгісіз С, (/ = 1,2,..., п) сандарының осы 
мэндерін (47) формуласына қойып, (46) теңдеуінің шешімін

чіх) = f(x)+ Л І  — L -  ІЦ, (Д) (* )} /№  (.v )ds
1 ч

түрінде немесе

<р(х)= f(x)+  X\R(x,y,A)f(s)d
a

формуласымен анықтаймыз, мұнда

r (x ,s ;A)=d  (л )а,(x )b,(s )

жоғарыдағы (46) интегралдық теңдеуінің резольвентасы (шешуші ядросы) делі- 
неді.

2°. Енді X саны Dn(A) = 0 теңдеуі түбірлерінің біреуіне тең, яғни К ядросы- 
ның меншікті мэні болсын. Онда (48) жүйенің анықтауышы нөлге тең. Бұндай 
жағдайда сэйкес біртекті

С , - А ± К ЧС] = 0, / = 1,2,...,«

жүйенің р = п - г  тендеуі (мұнда г саны Dn(X) матрицасының рангі) сызықты 
тәуелсіз жэне нөлге тең емес

(С7<'>, С*'».... С<'>і / = 1,2

вектор оның шешімі болады. Ал сонда

(рІ{х )= ± С (і,)аі(х)
і—\

функциялары біртекті интегралдық тендеуінің

(р{х) = A j ^ a ^ b ^ ^ d s

нөлге тең емес шешімдері болады. Бұл теңдеудің жалпы шешімі болып
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(p(x)=fJa l(p{x)
/=1

мұндағы, a, кез келген тұрақты шамалар. Біртекті интегралдық тендеудің нөлг» 
тең емес шешімдерін сол теңдеудің меншікті мэндеріне сэйкес келетін меншікт 
функциялары деп атайды.

Енді (45) теңдеуімен қатар

і//(х) = Л\ K'(x,s)i//(s)ds + g (x )
a

интегралдық теңдеуді қарастырайық, мұнда, K"{x,s)~ K{s,x\  Осы теңдеуді (45 
интегралдық теңдеуіне түйіндес теңдеу деп атайды. Ерекшеленген ядролы (46 
интегралдық теңдеуіне түйіндес

у/{х) = Л Х I a, (s)^  (x)y/(s)ds + g(x)
і = 1 a

теңдеуді қарастырайық. Бұл теңдеу үшін, (46) тендеуіне айтылған тұжырымдарды 
сөзбе-сөз қайталауға болады. Оның шешімі

i//(x) = g(x) + A fJC;b,(x)

түрінде жазылады, мұнда,

С* = \у/ (s)a ,(s)ds  .
и

Егер g(jt) = 0, яғни теңдеу біртекті болса, онда С* тұракты коффициенттерін 
сәйкес біртекті жүйеге түйіндес

с;-х±кцс-= о, (/ = 1,2,...,»)
І 1

тендеулері жүйесінен анықтаймыз. Д,(Я) анықгауышы аталған жүйелерге ортак 
болғандыктан соңғы жүйенің р = п - г  сызықты байланыссыз вектор-шешімі бар 
болады:

(c;l'>,c;w,...,c;<'>), /=1,2...Р.

Сондықтан у/,(х) = £ с ; {І)Ьі(х) функциялары түйіндес біртекті интегралдыі 

тендеуінің
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И *) = ^ibXx)\aXs)i//{s)ds

шешімдері болады. Осыдан мынандай қорытынды шығады.
2- теорема. Егер Я параметірі /Дл,х) ядросының меншікті мэні болса, онда 

біртекті интегралдық тендеу мен оған түйіндес тендеудің бірдей санды сызықты 
тэуелсіз меншікті функциялары бар болады.

Бул тұжырымды “Фредгольмнің екінші теоремасы ” деп айтады.
3 . Енді Я параметрі бір текті емес (46) интегралдық тендеуінің меншікті 

мэні болған жағдайды қарастырайық. Жоғарыда айтқандай (46) тендеуінің 
шешілуі (48) сызықты теңдеулер жүйесінің шешілуімен эквивалентті. Сондықтан 
егер Я параметрі Dn(A) тендеуінің түбірі болса, онда (48) жүйе шешілмейді, де- 
мек, (46) интегралдық тендеуінің шешімі жок болады. Ал, егер / ( х )  = 0, яғни:

J f ( x ) b , ( x ) d x  =  0, (/ = 1,2,..., n )
a

болса, онда (48) жүйенің шешімі бар. Демек, соңғы шарттар орындалған жағдайда 
(46) біртекті емес интегралдық тендеуінің шешімі бар болады. Осы шарттарды 
жоғарыдағы қатарға қолдансақ,

j f ( x ) ( / s , ( x ) d x  = S C ; (l)l f ( x ) b , ( x ) d x  = 0, (/ = 1,2,...,/?)
а , = 1 a

шарттарын аламыз. Сонымен мынадай теореманы долелдедік.
3- теорема. Егер Я ядроның меншікті мэні болса, онда жалпы жағдайда (46) 

интегралдық теңцеуінің шешімі жоқ болады. Біртекті емес (46) интегралдық тең- 
деуінің шешімі бар болуы үшін ондағы бос мүше /(* )  ол тендеуге түйіндес бір- 
текті тендеудің сэйкес барлық шешімдеріне ортогональ болуы қажетті жэне жет- 
кілікті.

Бұл— “Фредгольмнің үшіниіі теоремасы”. Ал соңғы шарттар орындал-ған 
жағдайда (46) теңдеуінің ақырсыз көп шешімі бар болады:

<p(x) = (pQ{x) + f da l<pl(x),
/-1

мүндағы, ^ 0(х )-б іртекті емес интегралды теңдеудің жеке шешімі, ал 

сэйкес біртекті теңдеудің жалпы шешімі.

§4.2. Фредгольмнің жалпы интегралдық теқдеуін ерекшеленген
ядролы тендеуге келтіру

Фредгольмнің ерекшеленген ядролы интегралдық тендеуін шешу моселесін 
екі интегралдық тендеуді шешуге келтіреміз: ол тендеулердің біреуі біртіндеп 
жуықгау эдісімен, яғни резольвента арқылы шешіледі, ал екінші-ерекшеленген 
ядролы теңдеу, бұл жағдайда K{s,x) ядросы өзіне жуық ерекшеленген ядромен
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аппроксимацияланады. Мұндай аппроксимациялауды бірнеше жолмен орындауға 
болады. Мэселен, егер K(s,x) ядросы a<x,s<b  облысында біркалыпты жинакты 
дәрежелік немесе қос тригонометриялық қатарға жіктелсе, онда K(s,x)  ядросына 
дэрежелік немесе тригонометриялық қатардың S„ дербес қосындысы мен жуык- 
тауға болады, ал K ( x , s ) - S n айырымы жйнақталатын катардың калдығы болған- 
дықтан ақырсыз аз шама.

Фредгольмнің 2-текті

һ
(р{х) = Л\K(x,s)(p(s)ds + f ( x )

a

(49)

тендеуін қарастырайық. Бұл теңдеудегі ядро K(x,s)  g L2(a,b), яғни

\\К 2{x,s)dxds -  В2 <oo
и а

болсын. (рк(х) (к = 1,2,...) функциялары [а,Ь] аралығында ортонормаланған және ол 
жүйе толық болсын. Белгілі K(x,s) е L2(a,b), ядросын (pk{x)(pm{s) функциялары- 
мен Фурье қатарына

K(x,s)= І ,А кт(рк{х)(рт{Б) (50)
к ,т~ 1

жіктеуге болады. Бұл қатар a < x,s< b  болғанда орташа мағанада жинакты.
(pk{x)(pm{s) функциялары жүйесі a < x ,s < b  облысында толық болғандыктан, 

Парсевальдың тұйықтық шарты

I  АІ = В2
к ,т~\

(51)

орынды. Егер (50) қатарының дербес қосындысын

^ n( x ,s ) =  t A km<pk(x)(pm(s)
к , m= !

деп белгілесек, ол ерекшеленген ядро болады.
Енді К ,(х^ )  = К ( х ^ ) - К п(х^)  деп белгілейік. Сонда K„{x,s) функциясы (50) 

Фурье қатарының қалдығы болады:

k,rn>n

j J K l{x ,s )d sd x  = В 2
a a

деп белгілейік. Осы қатарға тұйықтық шартын пайдалансақ,



өрнегін аламыз. Алынған қатар жинақталатын (51) катарының қалдығы, сондық- 
тан соңғы қатар қосындысы п, жеткілікті дэрежедегі үлкен сан болғанда, жеткі- 
лікті дорежедегі аз шама. Сондықтан n-ның үлкен мэндерінде \Я\Вп < 1 теңсіздігі
орындалады, бүл шартты қанағаттандыратын K()(x,s) -ті кішкентай ядро деп 
атаймыз.

Сонымен К (х ,s) ядросы К (x,.v) = F 0(x,s)+ K„(x,s) түріндегі (F „ (x ,s )- ерек- 
шеленген, ал F ()(x,.v) кішкентай) ядроларға жіктеледі. Енді (49) тендеуінің 
ядросын соңғы теңдіктегі қосындымен ауыстырып,

тендеуін аламыз. Бұрынғы дәлелдеулер бойынша \Я\В{) < 1 шарты орындалғанда 
бұл тендеудің жалғыз шешімі бар болады, ол шешім Ғ 0(х,.у) ядросының резоль- 
вентасы R(x,s\A,) арқылы өрнектеледі:

b Һ

(р(х)-Л\K0(x,s)(p(s)ds -  / ( х ) + Ц Kn(x,s)(p(s)ds

өрнегін аламыз. Осы тендіктің оң жағындағы өрнекті

Ғ (х )-  / ( х ) + Ц  К п

деп белгілесек, онда

(р{х) -  Л\ К {) (x,s)(p{s)ds -  Ғ(х)

(р{х)= Ғ(х)+h\R(x,s\X)F(s)ds.

Ал F(x) функциясын оның мэнімен ауыстырсақ,

Енді

a
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деп белгілесек, теңдеуді

/  (х) = / ( х )  + Л\ R0 (х, s; X)f(s)ds
и

(р(х) = X\K(x,s)(p(s)ds + f ( x )
a

түріне келтіреміз. Эрине, мұндағы K (x ,s )-  ерекшеленген ядро, себебі, K n(x,s) 
ядросы тозғындалған:

Сонымен, (49) түріндегі кез келген интегралдық теңдеуді ерекшеленген 
ядролы теңдеуге келтіруге болады. Міне, осы жағдайды пайдаланып, ерекшелен­
ген ядролы интегралдық теңдеу үшін Фредгольм теоремасы үзіліссіз ядролы не- 
месе ядросы L2 -де болатын кез келген Фредгольмнің 2-текті интегралдық тендеуі 
үшін орынды деп айта аламыз.

• Ескерту. Қолданбалы есептерде бұл теорияны пайдаланғанда Ka(x,s) 
ядросын қажетті дәрежеде аз етіп, оны ескермей, бірден белгісіз функцияны (р(х) , 
оң жағы /(х )  болтан ерекшеленген ядролы интегралдық теңдеуді шешеді. Бүл 
жағдайда ядросы K n(x,s) ерекшеленген интегралдық теңдеудің шешімі ерекше- 
ленбеген тендеудің шешімінен өте аз шамада ғана айырмашылықта болатынын 
корсету оңай.

§4.3. Фредгольмнің аны қтауы ш тар әдісі

Осы ғасырдың басында Фредгольм өз атымен аталатын

(р{х) = Ц К  (х, s)(p{s)ds + /  (х) (52)

теңдеуінің ядросы K (x , s ) e  C[a,b], бос мүшесі f ( x ) e C [ a ,b ]  жэне параметріЯ- 
ның әртүрлі болатын жағдайларын терең зерттеп, осы (52) теқдеу үшін негізгі 
теоремаларды дэлелдеген. Сол маңызды зерттеулердің нәтижесінің негізінде 
"Фредголыинің аны қтауы іптар” эдісі деп аталып кеткен әдісті қарастырайық.

[а,Ь] сегментін ұзындықтары б  = болатындай тең п бөліктерге бөліп,

(52) теңцеуіндегі интегралды интегралдық қосындылармен ауысты-рады. Нәти- 
жеде берілген теңдеуге жуық

(р{х) = л £ к (x,s )cp{sJ )S + f ( x )  
j=I J
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тендеуін аламыз, мүнда s / -бөлік интервалдар орталарының абциссалары. Бұл 
теңдеуге х = х,,х2,...,хп мэндерін қойып жоне эрбір бөлік интервалдарда <р(х) пен 
/ (х )  сойкес түрде <р(хі), f ( x i) тұрақты мәндеріне тең болсын, ал K { x , s )  ядросы 
индекстеріі мен / болған квадраттарда K(xl,s/ ) түрақты болсын десек, нотижеде 
(p{s:) белгісіздері үшін

<p(si) = A,£K(xl,sJ)<p(sj )S + f ( x l), і = 1,2,...,« (53)
/ і

алгебралық тендеулер жүйесін аламыз.
Сонымен осы тендеулер жүйесін шешіп, белгісіз (р{х) функциясын белек- 

белек тұрақты мәнді >̂п(х)-функциялары мен жуықтаймыз. Мұндағы п қанша- 
лықты үлкен болса, жуықтау тізбегі (рп{х) (р{х)~ ті соншалықты дэл аппросима- 
циялайды, яғни #?п(х )-^ (х )  айырымдары өте аз шама болады. Егер я —» о о  болса, 
(53) теңдеулерінің жүйесі (52) теңдеуін береді, ал <р„(х) тізбегінің шегі (р(х) 
функциясына тең болатыны анық. Фредгольм осы қағиданы пайдаланып, (52) 
интегралдық теңдеуінің шешімін тапқан, яғни (53) теңдеулері жүйесін шешіп, 
содан соң оның шегін тапқан.

Ыңғайлы болуы үшін (р{ = (p(st), K tj = K (x l,sj ), f  = / (x ,)  деп белгілейік. (53) 
жүйенің анықтауышы

D M )  =

1 - ж п -  ASKп .... -A S K U

-S A K 2, \ - A S K 22 .... -A S K In

-A S K nl ~ASKn2 .... 1 -A S K m

Я параметріне байланысты көпмүшелік. Тейлор формуласын пайдаланып, Dn(A) 
анықтауышын жіктейміз.

мүндағы ,

\K{t,t)dt^> £ K PiPS  = ZiK (x i,x i)S
a Р\  1 '  1
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Риманның интегралдық қосындысы екені анық. Сондықтан,

lim Ү,К п п S  = \K(t,t)dt.
Л - > о о  , Г  і г  і J

Hj —1 и

Дэл осылай

п  п крр крр һ  һ

lim 2  X
" р ,.і / ' 2 = і

р  \Р\

к
P 2 P 1

Г \ Г 2

Р2^2
a  a

К О М  К О М  
КОМ )

с//| dt t

және жалпы жағдаида

lim X

К
Р\Р\

... к
Р\Рп

2 II
КОМ ■•••

" *' /V/'2 .... Рп = ' к
РПР\

... к
РпРп

а а

к о м  ■■■■

dts....dt_

Демек, (54) қатары п —>оо жағдайда

D(X)=\ + ± ( - \ y ^ - d „
п\

(55)
п - 1

Я бойынша дәрежелік қатар болады, мұндағы,

һ ь

4 = м

K(t lfО  .... * (/,,/„)

K(tnJ\) .... K(tn,tn)

dt,...dt.

(55) қатарының жинақтылығын Адамар теңсіздігін пайдаланып дэлелдейміз. 
Лемма (Адамар). Егер

«>. « 1 2 ••• «.„

А = « 2 1 « 2 2 « 2 и

« „ 1 « и  2 ••• «яп

анықтауышының элементтері шектелген, яғни а„ <М болса, онда
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Егер K(x,s)  ядросы |AT(jc,.v)| < M теңсіздігін канағаттандырса, онда Адамар
теңсіздігін пайдалансақ, (55) катары үшін

п

можаранттық қатар болады. Бүл можаранттық қатар Л -нің кез келген моні үшін 
жинақты.Жаңа z, белгісізін = f  +z, (/ = 1,2,...,«) өрнегімен енгізейік. Сонда (53) 
жүйесінен

Z, - 8 Х ± К  'х, =  A S ± K J ,  (і =  1,2,...,«) (56)
/I /I

теңдеулер жүйесін аламыз. Мүны Крамер эдісі бойынша шешіп,

z-= ~ i jX )% DM ) f , (' = 1,2,...,«)

екенін анықтаймыз, мұндағы, Д 7(Я) параметр Я бойынша «-Ідәреж елі көпмү- 
шелік. Демек, (53) жүйесі шешімін

<Pi{x) = f ( x )  + =
и п\A) > 1

түрінде өрнектеуге болады. Осы тендікте п —>оо жағдайда жоғарыдағы (52) 
интегралдық теңцеуінің шешімін

ф )  = f { x )  + j ^ \ D { x , s \ X ) f ( s ) d s

анықтаймыз, мұндағы, белгісіз D(x,.v;i) функциясы дэрежелік қатар болған- 
дықтан,

D{x,s\X) = d0(x,s) + {-\]Ad\{x,s) +... + -—^ — dn(x,s) + .... (57)

түрінде іздейміз. D(x,s;Z ) өрнегіндегі d„(x,s) коэффициенттерін анықтау үшін 

(56) жүйенің шешімін

z, = А ёІЯ М У , (/ = 1,2,...,«)

түрінде жазамыз, мұндағы,
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1 (58)Л..(Д) = — — D (Л) ( i , j  = 1 ,2 ,...,и )
Dn (Я)"

(56) мен алдыңғы тендіктерге f = f 2=-~=f= 0, ал / у. =1 деп алсак,

Z, -дЯ ±К ’. „ ' z ^ X S t K , ,  =l ,2 , . . . ,n ) ,
/ I 7 = 1
z ^ A S R .  (i = 1,2,...,«)

Осы соңғы тендіктерден z, айнымалысын шығарып тастасак, онда, /?у үшін

Д m  = K ii+A S ± K ,mR U )  (і = 1,2.....w)~tj \ '  ’  /  j  ---------------- / w  m jm=1

тендігі шығады. Енді бұл теңдікте я —» оо жағдайда шекке көшсек, онда

A(x,.v;/l) = K(x,s) + А\ K(x,t)R(t,s;A)dt

тендеуін аламыз. Мундағы, R(x,s;A)  болса K (x , s ) ядросының резольвен-тасы. 
Ал бұл өрнекті R(s,x;A) үшін интегралдық тендеу деп атайды.

Егер (58) тендікте я —>• оо болса,

R (x ,s -A )  =  ддтдt D ( x , s ;A)
ЩЛ)

екенін анықтаймыз, мұндағы, D(x,s;A) мен D(A) Фредгольм анықтауыштары деп 
аталады. Соңғы теңдіктерден

D(x, s;A) = К  (х, s)D(A) + А \К  (x,t)D(t,s; A)dt.
a

Енді D{A) мен 0(х,л;Я)-лардың (55) пен (57) түріндегі жіктелген мэндерін
соңғы теңдікке қойып, А -нің бірдей дорежелерінің коэффициенттерін салыс- 
тырсақ,

d{) (х, s) = К  (х, s), d , (x, s) = AT ( x ,  j) dx -  j K(x, t)d0 (t,
a

dn{x,s) = K{x,s)d„-n\K{x,t)dn ,(М)с//,..., л = 2,3....
(59)

рекуренттік өрнектерді аламыз.
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Бұл (59) өрнектер бойынша (57) қатарының белгісіз dn(x,s) коэффициент- 
терін есептеуге болады.dn(x,s) коэффициенттерін есептеп табу үшін (59) форму- 
ласын пайдаланып, мына формулаларды аламыз:

d x (х, s) = К (х, s)dx -  J K(x,t]d{) (/, s)dt = К(х, s) \K{tx, /, )dtx -

- \ K { x , t x)K{tXis)dtx = J
K(x,s)  a:(x,/,) 

K(tx,s) K{tx,tx)\
dt.,

d2 (x, s) = К (x, s)d2 - 2 \ K (x, /, )d] (/,, .v)J/, = } J
K(x,s) K(x ,t]) K (x , t2)
K(t{,s) K(tx,tx) K(tx, t2)dtxdt2,..., 
K(t2,s) K(t2,tx) K(t2,t2)

b b

dn{x,s) = JJ
a a

K[x,s)K(x,t,) . . .K(xJJ

dt,dt~....dt .I Z n

Осы өрнектердегі анықтауыштарға Адамар теңсіздігін пайдаланып,

\dn(x,s]< М п+'(п +1) 2 { b - a ) n

екенін көреміз. Бұл теңсіздікті пайдаланып, (57) қатарының кез келген X үшін 
жинақтылығын, яғни 7)(х,л;/і)-нің Я-ға қатысты бүтін функция екенін көрсету 
қиын емес. Енді dr мен d n{x,s) өрнектерінен шығатын кейбір салдарларды 
көрсетейік.

1°. Аталған теңдіктерден

d„+x=tdH(s,s)ds (п = 0,1,2,...) (60)

екенін оңай көреміз.
2°. (59) бен (60) рекуренттік өрнектер (55) пен (57) қатарларының коэффи- 

циенттері dn мен <7„(х,^)-терді біртіндеп анықтау мүмкіндігін береді.
3°. Егер (57) тендігінде x = s деп алып, одан кейін оның екі жағын да s 

бойынша а  -дан b -ға дейін интегралдасақ,

Г 0 (ад /1 )*  = 4 + І ( - 1 )
п \
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D'(A)= -\D{s,s\A)ds.
a

Сонымен Фредгольм резольвентасы

R(x, s; A) = ү щ  D(x,s', A)

f ( x )  функциясына тоуелді емес, бүтін аналитикалык функциялардың катынасына
тең, яғни А бойынша мероморфты функция болады.

1-теорема. D(A) функциясының кез келген А,, түбірі резольвентаның полюсі
болады.

А,, саны D(A) көпмүшелігінің к еселі түбірі, яғни

£)(Д )= (Я -Я „), ц ,( /1), 0.

Ал D'(A) үшін А0 саны к - 1 еселі түбір. Енді А̂  саны D(x,5;A) үшін / еселі 
түбір делік, яғни D(x,s;A) = ( A -  А0)' D(x,s;A), D(x,s,A0) ^  0 болсын.

Жоғарыдағы (60) формуланы пайдаланып,

D ,(A )= - (A -A 0)l\D l)(s,s;A)ds

өрнегін апамыз, бұдан (55) тендігін пайдалансақ,

екенін көреміз. Бүл теңдеуден / < к -1 екенін байқаймыз. Сондықтан АХ) саны 
резольвентаның полюсі болады.

Ядроның резольвентасы бар болатындай А саны регуляр сан, ал резольвен­
тасы жоқ болатындай А сандары меншікті мондері (сандары) деп аталады. Мен- 
шікті сандар резольвентаның полюстерімен сай келеді немесе D(A) көпмүшелі- 
гінің түбірлері ( D(A) бүтін функция болғандықтан түбірлері санақты жиыннан 
коп емес). Сонымен мына тұжырым орынды.

2-теорема. Егер AT(лс,̂ ) Фредгольмнің интегралдық теңдеуінің үзіліссіз ядро- 
сы болса, онда ол ядроның меншікті мондері шексіздікте шоғырланатын санаулы 
жиыннан аспайды.

Мысалдар.
1. Фредгольмнің анықтауыштарын пайдаланып, К (jc, s) = cos .v -  cos 5, 

(0 < x,s  < 2k ) ядросының резольвентасын анықтау керек.

Шешуі. D(A)-ны табайық.Ол үшін D(A) = l + X ( - l ) " - r t/n екенін еске-рейік,
« 1 / 7 !  г

мүндағы,



d x = j(cos/ -coss)ds  =0, d2 = T T 
0 0 0 

d3= 0 ,d4 =0,....
cos/, -  cos/,

0 cos/, -c o s /2 
0

dt.dt, =47t2,

Сондықтан £>(Я) - 1 + О (4л-2 )Я2 = 1 + 2/г2Я2 олай болса,

£>(х, s; Я) = К(х, s) + £  Ц п < /, (х, s )Я",
п=| 7?!

ал
2л-

d,(x,s) = /
COS х -  COS 5 cos х - cos/, 
cos /, -  cos s cos /, -  cos /, 

J2(x,s) = 0,</3(x,s) = 0,....

dty = ;r(l + 2cosxcoss),

Демек,

D(x,s;A) — cosx — coss — Ял"(і + cosxcoss), 
1

1 + 2Я2/г2
R(x,s;A) = J ,2 2 [c o sx -c o s s -Ял~(і + cosxcoss))

2. Рекуренттік қатыстарды пайдаланып, K(x,t) = \ + xt, (0< х,/<1) ядросы- 
ның резольвентасын есептейік.

Шешуі.

d y = J<i0(s,s)<* = j(l + S2>* = ̂
о о J

dy (x, /) = \  (1 + x/) + J (1 + x/)(l + st)ds = I  -  + xt,
J o  5  2.

d 2 = \ d y{s,s)ds = \ m
Һ )

ч-^ + ̂ 2 ds = ̂ ,  
6

d2 (x,/) = i ( l  + x/) +

d i = 0, d3(x,t) = 0,... 
Сондықтан

(
1 s + t St + . . .- 0,

ГО f(x  + /) "1
-------- + х/— —

v3j l  2 J

1 + xt -  Я

/?(х, /, Я)

Г О f X + / ̂
------\ + xtЫ l 2 J  J

Л /  12 \
Я +

V-V 412J

3. Фредгольмнің анықгауыштарын пайдаланып,
71



(p{x) = Л \(2* -  typ(t)dt +

интегралдық тендеуінің шешімін табайық.
Шешуі. Длдымен D(X) мен Z)(x,5;A) көпмүшеліктерін аныктаймыз:

= J(2s - s )d s  = 0,5, d\(x,s) = 0,5(2*- s ) - \(2x -  s){2s -  t)dt =

— -  s - t  + 2ts 2 dt = 0;

=  1 , 5 - * - 5 +  2 * 5 ;

d 2(x,s) = ^ - (2 x -5 )-2 J (2 x - /)
5 0

d} = 0, d2(x,s) = 0,....
Демек,

f i \ 2
D(A) = 1-0,5A + “  ,D(x,s;A,) = 2 x - s - A

v 6 ;
— -  x -  5 + 2*5 
2

Егер A2 -З А + 6 = 0 болса, онда Я = + ^  .Сонымен берілген тендеудің

шешімі

(p(x) = ~  + Aj
О n

Я
(2 x -/)+

■ -*—/ + 2xt
t

i - o M + ^ x  6
6

• -- \dt = -- 
6

(6*+ 2 )A-A2x 
Я2-ЗЯ  + 6

§4.4. Фредгольм теоремалары

Жоғарыдағы талқылаған мэселелер нэтижесінде келесі теоремаларды 
тұжырымдауға болады.

1-теорема (Фредголъмнің 1- теоремасы). Егер Я регуляр сан. Ал ядросы 
үзіліссіз

(р{х) = Я J К  (*, 5)^ (5) ds + / ( * )  (61)

біртекті емес интегралдық теңдеудің жалғыз ғана үзіліссіз шешімі бар болады, ол 
шешім

<р(х) = Ajfi(x,s,A)f(s)ds + / (* )

формуласымен анықталады.
Бұл теоремадан салдар ретінде мынадай тұжырым шығады.

2-теорема. Егер Я регуляр сан болса, онда біртекті
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(p(x) = Я J К  (x, s yp{s )ds (62)

тендеудің тек нөлдік, яғни (р(х) = 0 шешуі ғана бар болады. Сондыктан егер
біртекті (62) теңдеуінің нөлдік емес шешімі бар болса. Ол жағдай тек Я шектік сан 
болтан жағдайда орындалады.

3-теорема. Егер Л,, меншікті сан болса, онда біртекті (62) тендеуінің <£>(х)^0 
шешімі бар болады.

Дәлелдеуі. Меншікті Я(| мон резольвентаның г еселі полюсі болсын, демек, 
резольвента

R(x,s,A) a_r(x,s)  | a_r+](x,s)  
(Л- A J  ( A - A J - '

+
Я -Я ()

+ Ү,ак(х ,Б)(А- A0)k
к О

Лоран қатарына жіктелсін.
Мұндағы, a_r(x ,s)*  0 . Интеграл теңдеуді /?(х,.?,Я) үшін Лоран қатармен 

ауыстырып, одан кейін оның екі жағын (Я -Я „)г көбейтіп, сонан соң Я = Я() деп 
алып,

ь
a_r (x,s) = А \К  (х, t )a_r {t,s)dt,

п

тендігін аламыз, яғни теорема орынды.
Егер жоғарыдағы (61) тендеуіне түйіндес

b

щ(х)= K(s,xyf/{s)ds + g(x)

теңдеуіне Фредгольм әдісін толығымен қайталасақ, оның да шешімін

у/(х) = g(x)+A\ R(s,x\A)g(s)cls
a

түрінде анықтаймыз, мұндагы,

R(s,x;A) = j ^ D ( s , x ; A ) .

Бұдан бөлшектің бөлімінде Фредгольм анықтауышы D(A) алымында х пен 
s -тің орындары ауысқан D(s,x;A) анықтауышы тұрганын байқаймыз. Сондықтан 
түйіндес теңдеу мен жоғарыдағы (61) теңдеуінің меншікті сандары ортақ. Демек, 
мына тұжырым орынды.

4-теорема. Біртекті (62) интегралдык теқцеуі мен оган түйіндес
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y/{x) = X\K(s,x\X)//(s)ds (63)
a

тендеуі пара-пар (олардың бірдей шешімдері бар болады немесе екеуінщ де 
шешімі жоқ болады).

• Ескерту. Егер біртекті интегралдық теңдеу нөлдік емес бір (рЛх ) шешімі 
бар болса, онда ол теңдеудің ақырсыз көп нөлдік емес шешімдері бар болады, 
себебі сфй{х) сол теңдеудің шешімі болады, мұнда с — кез келген тұрақты шама.

Біртекті интегралдық тендеудің меншікті мәні Л санына сәйкес сызықгы 
тэеуелсіз шешімдерінің саны ол мэннің рангісі деп аталады. Л меншікті мэн 
болсын, ал (р](х),<р2(х),...,(рт(х) функциялары сол меншікті мэнге сәйкес сызыкты 
тәуелсіз меншікті функциялар болсын, яғни (62) тендеуінің Л -ға сәйкес нөлдік 
емес шешімдері

(р^х) = Л \K(x,s)p.{s)ds ( j  = 1,2,...,т)
a

болып жазылсын.
Меншікті функциялардан тұрақты коэффициенттер арқылы түзілген сызык­

ты комбинация да меншікті функция болғандықтан, бұл функцияларға ортого- 
нальдау үдерісін қолдануға болады. Демек, меншікті функцияларды ортогональ 
жэне нормаланған деп айтуға болады.

Соңғы тендікті

Л

п
(pi(x) = \K (x4s)pl(s)ds { j  = 1,2,...,/я).

түрінде көшіріп жазайық. Міне, бұл өрнектің сол жағы K(x,s) -тің ортонор-
маланған меншікті функциялар жүйесі бойынша түзілген Фурье коэффициент! 
екенін көреміз. Бессель теңсіздігі бойынша

т I j п
¥>,(*) Zl\K(x,s-fds,

j=і л  а

ал бұл өрнектің екі жағын х  бойынша а-дан b -ға дейін интегралдап,

Ё ц |Г < П |^ , 5 ) |2л л

теңсіздігінен, одан кейін

т<\Л\І\\К(х,8)\2 ctxds
a a
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өрнегін аламыз. Бұл теңсіздік Я меншікті санына сойкес сызыкты тэуелсіз функ- 
циялар саны т соңғы теңсіздіктің оң жағынан (акырлы саннан) аспайтынын 
көрсетеді. Нотижеде мына тұжырым орынды.

5- теорема. Кез келгсн меншікті монге сойкес сызықты тоуелсіз функция-лар 
саны ақырлы, яғни кез келген меншікті санның рангісі шектелген.

6- теорема. Фредгольмнің 2 теоремасы біртекті (62) интегралдық тендеуі- 
мен оған тұйіндес тендеулердің сандары бірдей сызықты тоуелсіз шешімдері бар 
болады; яғни ортақ меншікті сандардың рангілері бірдей.

Дәлелдеуі. Теореманы қарсы жорып долелдейік.(62) тендеуінің меншікті 
моніЯ-нің р ан г іт , ал (63) теңдеуіндегі меншікті монінің рангі n(m<n)  бол-сын. 
ср1(х),ср2(х),...,сргп(х) жоне у/х{х \у /2(х),...,у/т{х) функциялары сойкес түрде (62) 
жоне (63) теңдеулерінің сызықты тоуелсіз шешімдері делік. Жоғарыда айтқандай, 
бұл жерде де ол шешімдерді ортонормаланған деп аламыз.

Жаңадан ядро түзейік:

т
L(x,s) = K (x ,s ) - '£ (p j(s)i///(x)

і і
(64)

жоне мына екі өзара түйіндес тендеулерді жазайық:

һ һ
(р{х) = Л\ L(x,s)(p(s)ds, і//(х) = Ц  L(s,x)i//(s)ds,

a сі

(64) ядросына байланысты бұл теңдеулерді

һ mb
(р{х) = X\K{x,s)<p(s)ds -Л £ \ (р ] (s)y/l (x)<p{s)ds, (65)

a  J  = * ci

b m b

y/(x) = Л)К (s, x)y/{s)ds -  Л^ср/ (x)J у/f (s)y/{s)ds
/ = 1 a

(66)

түрінде жазайық. cp(x) функциясы (65) тендеуінің шешімі болсын. Тендеудің екі 
жағын да t//k(x) (k = 1,2,...,w) функциясына көбейтіп, нэтижелерді х бойынша а- 
дан b-ға дейін интегралдап,

\(p(x)y/k(x)dx = ] Л) К (x,s)cp(s)ds
rn

y/k (x)dx -  Я І  f Cpt (s)(p(s)ds j [f/. (x)i//k {x)dx
І  1 a a

теңдеуін аламыз.
Егер біз i//k (х) функциялары

л ] K{x,s)y/k (s)ds =y/k(д) (k = 1,2,...,m)
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тендеулерінің шешімдері екенін жэне олардың ортонормаланғанын еске алсақ, 
алдыңғы теңдеуді

ь һ һ

j (р{х)у/к (.x)dx = \у/к (s)(p{s)ds -  Л\ (рк {s)(p{s)ds
и а

түрінде жазамыз. Бұдан Л ф 0 екенін ескеріп,

\(pk(s)(p(s)ds = 0 (к - 1,2,...,m) (67)
и

өрнегін аламыз. Демек, (67) шарттарын пайдаланып, (65) теңдеуін

в

(р(х) = Л\К  (x,s)(p(s)ds
а

түрінде жазамыз. Бұдан біз (65) теңдеуінің кез келген шешімі (62) тендеуін де 
қанағаттандыратынын көреміз. Олай болса, (р{х) шешімі сызықты тэуелсіз ше- 
шімдердің сызықты комбинациясы ретінде, яғни

т

<p(x) = YJcj(p/(x)
7 = 1

түрінде өрнектеледі екен.
Енді барлық с, = 0 (/ = 1,2,...,т )  екенін көрсетейік. Ол үшін теңдіктің екі 

жағында q>k (х) -ке көбейтіп, нэтижені х  бойынша а-дан b-ға дейін интегралдап,

һ т Ь
J(р{х)(рк (x)dx = ^ с , J<Pj{х)(рк(x)dx = ск (к = 1,2,...,т)
a j  -  I a

қатысын аламыз. Бұдан (67) өрнектерін ескеріп, ск = 0  (к = 1,2,...,/и) екенін шыға- 
рамыз. Сонымен (р = 0 , яғни біртекті теңдеудің тек нөлдік шешімі ғана бар 
болатынын көреміз.

Енді түиіндес теңдеудің нөлге тең емес шешімі бар болатынын көрсетейік.
(66) теңдеуінде у/{х) = у/к{х) {к> т) деп алып жэне ^ ,( х ) ,^ 2(х).....у/п(х)
ортогональ функциялар жүйесі екенін ескеріп, оның үстіне

һ
у/к (х) = Л\ K(x,s)y/k (s)ds

a
екенін пайдаланып,

һ
у/к (т) = Л\ L(x,s)y/k (s)ds

a

(к > т)
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тендігін аламыз, яғни у/ Д х )^ 0  түйіндес тендеудің шешімі. Демек, нотижеде 3- 
теоремаға қайшы тұжырымға келеміз. Бұл қайшылык т < п  болуы мүмкін емес- 
тігін көрсетеді. Дэл осылай т> п жағдайының да мүмкін болмайтынын дәлелдей 
аламыз. Сондықтан т ~ п , демек, Фредгольмнің 2 теоремасы дэлелденді.

Енді, А ядроның меншікті моні болған жағдайда, біртекті емес (61) тендеуін 
зерттейміз.(61) тендеуінің шешімі бар, оны (р(х) деп кабылдайык. Тендеудің екі 
жағын да сойкес түйіндес тендеудің меншікті функциялары ц/Дх)-ке көбейтіп, 
одан кейін х бойынша а-дан b-ға дейін интегралдап,

"  о

\ (р{х)у/k(x)dx = \ (p{s)
в

Aj K(s,x}//k {x)dx ds + J f ( x y j /k (x)dx,

өрнегін аламыз. Бұл жерде (63) тендеуін пайдалансақ,

b һ һ

J (р(х)у/к {x)dx = J (p(s)if/{s)ds + J f{x)y /h (x)dx,
a n

Бұдан

\ f  (х)ц/k(x)dx -  0 (A: = 1,2,...) (68)
и

шығады. Демек, (61) тендеуінің шешілуі үшін / ( х )  функциясы (68) шартын 
қанағаттандыруы қажет, бұл шарттағы у/К(х) түйіндес функцияның А меншікті 
мэніне сэйкес функциялар. Енді осы (68) шарттарының жеткілікті де болатынын 
көрсетейік. (68) шарты орынды деп қабылдайық. L(x,s) ядросын (64) формуласы
бойынша түземіз.

Біз жоғарыда А саны бұл ядроның меншікті моні емес екенін көрдік, демек,

{р(х) = / ( х )  + Aj L(x, s)(p{s)ds (69)

теңдеуінің шешуі бар. Бұл тендеуді мына

b m b

ф )  = / ( х )  + Л\ K{x,s)(p{s)ds -  А £ р ,  (x)J <p(s)(pj (s)ds
a  J  = i “

түрінде жазып, оның екі жағын да ^/Дх) функциясына көбейтіп, одан кейін х 
бойынша йг-дан b -ға дейін интегралдап,

j<p(x)y/t (x)dx = f /  \x)y/t(x)dx + Ц  -  <p(s)<pk (s)ds
n a a
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өрнегін аламыз. Бұдан (68) шартын пайдаланып,

J (p{s)(p, (s)ds = 0 (к = 1,2,
а

w)

екенін көреміз.
Сонымен (61) теңдеуге келтірілді, яғни (69) тендеудің шешімі<р(.ү) (61) тең- 

деудің шешімі екен. Демек, (68) шарттары жеткілікті екенін дәлелдедік. Егер осы 
шарттар орындалса, онда біртекті емес (61) тендеудің жалпы шешімі кандай да бір 
дербес (р0(х) шешімі мен біртекті теңдеудің жалпы шешімінің косындысынан
тұрады:

т
(p{x) = (p,{x) + ^ c j(pj { x \

һ 1

мұндағы, с -  тұрақты шамалар. Сөйтіп, бұл жағдайда (61) тендеуінің акырсыз 
көп шешімдері бар болады. Дербес <р0(х) шешімін L(x,s) ядросының резольвен- 
тасы арқылы аныктайды.

Міне, бұл талқылаулар нэтижесінде мына тұжырымды дэлелдедік.
7 теорема. (Фредгольмның теоремасы). Егер Л параметр (61) теңдеуінің 

меншікті мэні болса, онда ол теңдеудің шешілуі үшін сол теңдеудегі f ( x )  бос 
мүшесі (68) шартын қанағаттандыруы кажетті де, жеткілікті. (68) өрнектеріндегі 
у/к (jc) функциялары (61) теңдеуіне түйіндес біртекті теңдеудің меншікті функция-
лары. Егер (68) шарттар орындалса, онда (61) теңдеуінің акырсыз коп жиынды 
шешімі бар болады да олар соңғы формуламен өрнектеледі.

Сонымен дэлелденген теоремаларды былай корытындылауга болады.
1. Егер Фредгольмның біртекті интегралдық теңдеуінің тек нөльдік шешімі 

гана бар болса, онда оған сойкес біртекті емес интегралдық теңдеудің кез келген 
бос мүше f { x )  үшін жалғыз ғана шешімі бар болады.

2. Берілген біртекті интегралдық теңдеу мен оның түйіндес интегралдык 
тендеуінің шешімдері бірдей нөлге тең немесе Еіөлге тең емес болады. Бұган коса 
олардың меншікті мэндерінің рангтері бірдей болады.

3. Біртекті интегралдық теңдеудің нөлге тең емес шешімдері бар болған 
жағдайда, біртекті емес интегралдық тендеудің шешімі бар болуы үшін оның бос 
мүшесі түйіндес интеграпдық меншікті функцияларымен ортогональ болуы 
қажетті де, жеткілікті.



5. СИММЕТРИЯЛЫҚ 
ИНТЕГРАЛДЫҚ ТЕҢЦЕУЛЕР

§ 5.1. Симметриядық ядролар және олардың кейбір қасиеттері

L2[a,b] кеңістігінде

(р{х) = Ц К  (х, s)(p{s)ds + /  (х)
a

интегралдық теңдеуін қарастырайық. Егер нақты ядро K (x ,s ) -K (s ,x )  шартын 
қанағаттандырса, оны симметриялық ядро деп атайды. Мысалы, K(x,s) = 
= cos(x+s), ЛГ(х , а) = х5Ч-Зх 2а2 симметриялық ядролар. Комплекстік ^ ( х ,^ )  ядро-
сы АГ(х,у) = АГ(х,у) шартын қанағаттандырса, оны симметриялық эрмиттік ядро 
деп атайды. Ядросы симметриялық ядро болатын интегралдық теңдеуді симме- 
триялық интегралдық тендеу деп айтады.

Егер K(x,s)  симметриялық эрмиттік ядро болса, онда бұл ядроның қайталан- 
ған ядроласы симметриялық болады. Расында, қайталанған ядро анықтамасы 
бойынша

К 2 (х, у) = J К  (х, /) К  (t, s)dt = \K{t,  s)K  (x, t)dt = x)dt =
a  a a

= \K (s ,  t )K  (it, x)dt = K 2 (s, x).
a

Дэл осылай жалпы жағдай үшін де бұл қасиеттің орынды екенін оңай көруге 
болады.

Егер K(x,s)  симметриялық эрмиттік ядро болса, онда Фредгольм операторы

ь
К ( р - \  K(x,s)(p(s)ds

а

өзіне түйіндес, яғни K(x,s)  = К  болады. Расында 

К'ф  = \K(s,x)(p(s)ds = J K(x,s)(p{s)ds = К<р.

Біз бұдан былай нақты аргум ент симметриялық ядроларды қарастырамыз.
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§ 5.2. Симметриялық ядролы интегралдық 
теңдеулердің негізгі қасиеттері

1-теорема. Симметриялық ядролы интегралдық тендеуінің ортүрлі меншікті 
мондеріне сойкес келетін меншікті функциялар өзара ортогональ.

Дәлелдеу. Симметриялык K(x,s)  ядроның меншікті мондері Я, мен
/Ц (Я, Ф АД, ал (р^{х) пен (р2{х) оларға сойкес меншікті функциялар болсын. Онда 
(px=A^K(p\, (р2=Л2К(р2 теқдеулері орынды. Бірінші тендеуді (р2{х ) , ал екіншіні 
(р\х) функциясына көбейткеннен соң олардың айырымын интегралдап,

j - -Т~((Рх,<Рг) = (К(рх,<р2)-(К<р2,(р,) = 0

тендікті аламыз немесе

/

V

\
К

_ п
л2 jі<Р\*<Рг) = 0.

Бұл тендеудегі /I, ф Л2 болғандықтан, ол тек (<р1,(р2) = 0 болған жағдайда ғана 
орынды. Теорема долелденді.

2-теорема. Симметриялық ядроның меншікті мәндері накты сандар болады. 
Дәлелдеуі. Меншікті ^ 0(х )^ 0  функциясына сәйкес меншікті мән Л^-а-^

+ і/3(/Зф 0) -  комплекс сан деп ұйғарайық. Сонда (р0(х) = Л^К(р0 тендігі орынды. 

(р0{х) меншікті функциясының меншікті мәні ЛХ) болатынын, яғни #?0(х) = 

теңдігі орынды екенін оңай байқауға болады. 1 теоремадан Л^Ф Л̂  болғандыктан,
ь ____
\(pu{x)(p{){x)dx = 0, демек, ^ п(х) = 0. Сонымен а  + і/3 саны (р0{х) функциясының
а

меншікті мэні бола алмайды.
• Ескерту. Меншікті функциялардың орқайсысының нормасын бөліп норма- 

лауға болады. Одан кейін, егер бір меншікті мәнге бірнеше сызықты тоуелсіз 
меншікті функциялар сойкес келсе, онда оларды Шмидтің ортогональдау одісін 
қолданып, өзара ортогональдауға жоне нормалауға болады. 1 теоремадан ортүрлі 
меншікті мэндерге сойкес меншікті функциялар өзара ортогональ екенін көргенбіз.

Демек, симметриялық ядроның меншікті функциялары жиынын ортонорма- 
ланған система деп есептеуге болады. Бұдан былай,бір меншікті монге бірнеше 
сызықты тоуелсіз меншікті функциялар сойкес келетін жағдайда, меншікті мондер 
тізбегін жазарда, сол меншікті монге қанша меншікті функция сойкес келсе, сонша 
қайталап жазамыз. Бұдаы кейін орбір меншікті монге жалгыз меншікті функция 
сойкес келеді деп айта аламыз. Сонымен қатар келешекте меншікті мондерді 
абсолют шамалары бойынша өсетіндей етіп реттеп жазамыз.
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Егер меншікті мәндер ақырсыз көп болса, онда Фредгольм теоремасы бойын- 
ша олардың шексіздікте шектік нүктелері болуы мүмкін, сондықтан п —> оо 
жагдайында Ля — оо болады.

1-лемма. Екінші қайталанған ядроның меншікті мәндері жиыны сол ядроның 
меншікті мэндері квадраттарының жиынынан тұрады.

Дәлелдеуі. K(x,s)  ядросының меншікті мәні Л̂ -ге сэйкес меншікті функ- 
циясы (р0(х ) болсын, сонда ср0(х) = Л0К р 0 тендігі орынды.

Бұл теңдікке Л^К операторын қолданып, Л^К(рй =ЛІК2(р{) теңдеуін аламыз. 
Одан кейін осы теңдеулерден

ь
<Ро(х) = ЛІК2<р0 = Л2\ K 2(x,s)(p0(s)ds

a

теңдеуі шығады. Бұл соңғы теңдеуден Л̂  саны K 2(x,s) ядросының <pQ(x) мен- 
шікті функциясына сэйкес меншікті мэні екенін көреміз.

Екінші жағынан, K 2(x,s) ядросының меншікті мэні ц 0, ал (pQ{x) оған сэйкес
меншікті функцнясы болсын, ягни (р0 —/л0К 2(р0 = 0  шарты орындалсын. Бұл соңғы 
теңдеуді

(I + 4JTaK )(l-4Jr„K )<p,=  0 (70)

түрінде жазып жэне і//(х) = (I  деп белгілейік. Мұнда у/ = 0 болуы мүм-

кін. Бұл жағдайда шамасы K(x,s)  ядросының (р{) меншікті функциясына 
сэйкес меншікті мэні болады. Демек, бұл жағдайда лемма дәлелденеді.

Егер у/ Ф 0 болса, (70) тендеуінен + = 0 екені шығады. Бұдан
шамасы K(x,s)  ядросының меншікті мэні, ал у/{х) оған сэйкес меншікті функция. 
Лемма бұл жағдайда да дәлелденді.

1-лемманың салдары. Егер K(x,s)  симметриялық ядро болса, онда
қайталанушы ядроның меншікті мэндері оң.

Ескерту. Дэл осылай қайталанған К„ (x,s) ядросының меншікті мэндерінің
жиынына K(x,s)  ядросының п - дэрежелі меншікті мәндері жиыны дэл келеді.

3-теорема. Кез келген симметриялық ядроның кемінде бір меншікті мэні бар 
болады.

Дәлелдеуі. Қайталанған K 2(x,s) ядросының кемінде бір меншікті мэні бар 
екенін дэлелдейік, онда жоғарыда лемма бойынша K(x,s^  -тің да меншікті мэні 

бар болады.
Қайталанған ядро K 2(x,s) -тің Л жазықтығының \Л\</л болатындай облы- 

сында меншікті мэні жоқ болсын (мұндағы, ( і -  кез келген оң сан). Кез келген 
(р{х) Ф 0 функциясын алып, жаңадан
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ь
f i x )  = (р{х) - ju K 2(p = (р{х) -  ц \  К 2 (x,s)<p(s)ds (71)

функциясын құрамыз. Эрине, f ( x )  Ф 0 .Қарсы жағдайда, яғни f ( x )  = 0 болса, 
K 2(x,s) ядросының меншікті мәні /л болар еді де теорема дэлелденеді. Сондық- 
тан, (71) тендеуін бос мүшесі / { х) ф 0, ал белгісіз функциясы (р{х)Ф 0 болтан 2- 
текті интегралдық тендеу ретінде қарастырамыз. Бұл теңдеудің шешімі

ь
<р(х) = f i x )  + /4  R2 (х , s; /u)f(s)ds,

мұндағы, R(x,s;/l) жоғарыдағы (71) теңдеудегі K 2(x,s) ядросының резольвен- 
тасы.Бұл тендіктің екі жағында f ( x )  функциясына скаляр көбейтсек,

(<PJ) = ||/||2 + /4  \ R2(x,s;fi/)f(s)f(x)dsdx (72)

тендігі шығады. Жоғарыда біз K 2(x,s) ядросының \Я\ < [л дөңгелегі ішінде мен- 
шікті мэні жоқ деп ұйғардық, олай болса, R 2( x , s ; j j )  резольвентасы /і-ға қатысты 
бүтін функция, яғни оны

R2(x,s;v ) = f , ^ n~'K2(x,s)
п=1

түрінде өрнектеуге болады. Бұл жағдайда (72) тең дігіндегі интеграл

J J ̂ 2 (х, s ; / j ) f (x)f{s)dsdx = £
a a п = \

болып жазылады. 
Мұндағы,

ьь
а п=]] K2n(x,s)f(s)f(x)dsdx.

Енді осы а„ оң сан екенін көрсетейік. Соңғы өрнектен a  = ( K 2nf , f )  

(K n( K r‘f , f ) )  = (K nf , K nf )  = K " f  > 0 .Олай болса, (72) теңдігінен

(? > /)= п 1

және бұдан {(p,f) > 0 екені шығады, демек (71) теңдігінен

V(p(x)zL2[a,b\. (73)
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Енді /C,(x,s) ядросының ешқандай меншікті моні жоқ деп ұйғарайық. Бұл 
жағдайда /л санын жеткілікті мөлшерде үлкен етіп, яғни /и —»оо деп алуға болады.

Олай болса, (73) теңсіздігінен ||Л^| = 0 , яғни j K(x,s)(p(s)ds = 0 болады. Бұндай
и

кезде А̂ (х,5) = 0 екенін долелдеу қиын емес. Расында, х -ті тұракгылап, 
<p(s) = K(x,s)jxen алсақ,

J|/T(JC,5')|2J5 = 0

екені шығады, яғни K(x,s)  = 0 . Сонымен, егер A7,(jc,s) ядросының бірде-бір мен- 
шікті мэні жоқ болса, онда K (x,s) = 0 . Демек, егер K (x , s )* 0  болса, онда 
К2 (х,^) қайталанушы ядросының кемінде бір меншікті мэні бар болады. Бұл жағ- 
дайда жоғарыдағы лемма бойынша K(x,s)  ядросының да кемінде бір меншікті 
мэні бар болады. 3-теорема дәлелденді.

Ескерту. (73) теңсіздігі K 2(x,s) ядросының меншікті мэні жоқ болатын
\Л\ < ц  дөңгелегі ішінде орынды, басқаша айтқанда, ол /л саны K(x,s)  ядросының
ең кіші меншікті мәнінен аз болғанда қанағаттанады.

АГ(х,5) ядросының модуль шамасы бойынша ең кіші меншікті мэні Л,
болсын, сонда саны K 2(x,s) ядросының меншікті мэні болады. Егер /л 
болса, (73) теңсіздігі орынды. Сол (73) теңсіздігінен ju —> Д2 болғанда

1 № щ И -

Бұл теңсіздікте теңдік қатысы K(x,s)  ядросының Я, меншікті мэніне сэйкес 
(рх(х) меншікті функциясы үшін орындалады. Расында, бұл жағдайда <рх -ХК(рх. 
Бұдан:

к<р, = і « ( х ) ,  \К<р,\
W

4-теорема. Егер K (x ,s ) симметриялық ядро болса, онда оның меншікті мэні
сол ядро резольвентасының қарапайым полюсі болады.

Дәлелдеуі. Қарсы жориық, яғни меншікті мэн R(x,s;A) резольвентасыың
г ( г > \ )  ретгі полюсі болсын. Онда R(x,s;A) Лоран қатарына жіктеледі.

R(x,s;A ) l A M L + +...+Т & Ь р - + ±  С , СмХЛ--  л ) 
( Л - и  (Я -Л ) ь - К

(74)

Мұндағы, рг(х , г )* 0 .  Резольвента:
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/Дх,я;Я) = K(x,s)  + А \K(x,t)R(t,s ,A)dt =
a

= K(x,s)  + A jK (x , t )R ( t ,s ;A )d t  + ( A -  A0)]K(x,t)R(t,s;A)dt

интегралдық теңдеуді қанағаттандырады.
R(x,s,A) орнына (74) тендігінің оң жағын қойып, одан кейін алынған өрнек-

тің екі жағындағы көпмүшеліктердегі А - А () айырымы коэффициенттерін теңес- 
тіріп,

(pr{x,s) = А\ K(x,t)(pr(t,s)dt,
a

(prA (х, s) = А0 \ К {x,t)(pr_, (t,s)dt + ( К  (x,t)(pr (t,s)dt
(75)

тендіктерін аламыз. Бұл теңдіктердің біріншісін (рг ,(х,я)-ке, ал екіншісін (pr{x,s)- 
ке көбейтіп, одан кейін алынған нәтижелерді қоссақ,

b Ь

0 = К<Рг-1 к  (*, Офг (t,s)dt -  A0(pr (х, s) J К  (x, i)(pr_x (t , s)dt +
и a

b

+ (pr (x, s)\ К  (x, t)(pr (t, s)dt
a

теңдігі шығады. Мұных бойынша а -дан b -га дейін интегралдасақ жэне ядроньщ 
симметриялығын пайдалансақ, онда

һ ( һ \
\(pr {x,s) \K(x,t)(pr(t,s)dt dx = О,

одан кейін бұл өрнекке (75) теңдігін қолдансақ,

J - J p r2(x,s)cft = 0
А> -

немесе барлық жерде дерлік (pr(x,s) = 0 екені шығады. Демек, 0>r(x ,s)*O  деген
шартқа кері қорытынды алдық. Міне, бұл қайшылық теореманың орынды екенін 
дэлелдейді.

5-теорема. Әрбір шектелген интервалда D(A) = 0 теңдеуінің ақырлы санды 
түбірлері бар болады.

Дәлелдеуі. Қарсы жориық, яғни Ц , Л 2] кесіндісінде D(A) = 0 теңдеуінің

ақырсыз көп түбірлері жиыны {Ак} бар деп ұйғарайық. Әрбір Я^түбіріне ^ м е н - 
шікті функциясы сэйкес келетіні, олардың
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[О, к  ^  ~ Һ
(<Рк*<Рт) - \ .  (pK(x) = k \K (x ,s ) (pk{s)ds[Ь АС Yfl, u

шарттарын қанағаттандыратыны белгілі. Соңғы тендіктен %- өрнегі K(x,s) ядро-
А

сының tyk{s) ортонормаланған жүйесі бойынша Фурье коэффициенттері екенін 
көреміз. Бессель теңсіздігін пайдаланып,

Z (*)  ̂J К 2 (х, s)ds
к=1 Л к

теңсіздігін аламыз. Бұдан х бойынша а -дан b -ға дейін интегралдасақ,

X ^ Я К 2 (х, s)dsdx
* = |  Л к a a

Ал Лк < Агк болғандықтан, соңғы теңсіздіктер

z
*=1

( 1 > р ( 1 )< ү
U j к=\ Ы )

< \ \ K 2{x,s)dxds = ||^||2 <°°.

Егер p —> oo болса, соңғы теңсіздіктің сол жағы кез келген шамадан үлкен 
бола алады, сондықтан бұл теңсіздік орындалмайды. Міне, бұл қайшылық теоре- 
маны дәлелдейді.

§ 5.3. Ядроны қатарга жіктеу

Симметриялық K(x,s)  ядросын қарастырайық. Оның меншікті мәндері 
Л1,Л7,...,Лп,..., ал меншікті функциялары <рх(х \ф 2(х),...,фп(х),— болсын. Меншікті 
функциялар ортонормаланған, ал меншікті мэндер абсолют шамаларының өсу 
ретімен орналасқан болсын. Жаңадан

K (n)(x,s) = K ( x , s ) - £  \<Pj (х)<р; (s)
7 = 1 Aj

(76)

симметриялық ядросын құраиық.
4-лемма. ^n+i,A„+2V'-5Ai+*’"*5$VHiĈ )’"'»^4+2('*')v"^n+*Ĉ )v" тізбектері симмет- 

риялық K (n)(x,s) ядросының меншікті мәндері мен оларға сэйкес меншікті функ­
циялары болады.

Дәлелдеуі. т >  п болсын. Бірінші тізбектен Лт -ді, ал екінші тізбектен оған 

сэйкес келуші (рт{х) функциясын алып,
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<x(x) = <pm (*) -  Am J K (n) (x,s)(pm (s)ds

өрнегін құрайық. Енді K (n)(x,s) ядросын (76) өрнегімен ауыстырып,

а(х) = \<Рт (*) -  I к (х, s)(pm (s)ds + Ат£ \ x p s (*)J (рт (.s)(p, (s)ds
а І  -1  A* j a

тендігін аламыз.
{<pm(x)} функциялары жүйесі ортонормаланғандықтан,

һ

J <Pm(s)<Pj(s)ds,(m±j).

ь
Демек, а(х) = 0, яғни (рт(х) = Am\ K (n)(x,s)(pm(s)ds, олай болса, т> п жағ-

a

дайында Ат мен (рт — K in)(x,s) ядросының меншікті мэні мен меншікті функ- 
циясы.

Керісінше, егер K (n)(x,s) ядросы үшін /л саны мен ^ (х ) функциясы меншікті 
мэн мен меншікті функция болса, онда олар А^(х,^)ядросының меншікті мәндері 
мен меншікті функцияларының жиындарынан табылады. Ұйғарым бойынша ц  
мен у/{х)

у/{х) -  /u \K(n){x,s)y/{s)ds

теңдеуін қанағаттандырады. Бұл теңдіктегі K {n)(x,s)  ядросын (76) өрнегі 
бойынша ауыстырсақ,

Һ п ш  (х)л
¥  (х) -  /л\ K{x,s)y/(s)ds + 'j y/(s)<pi(s)ds = 0.

“ і ~'  л ,  j и

(77)

Бұл теңдеудің екі жағын да (р,(х)(1 = 1,л) функциясынан скаляр көбейтіп,

" 1
(Ч/,(р,)-М(Кі//,<рІ) +  )(<Р, ,<Р,) =  о

/ I Л,

тендеуіне келеміз. K(x,s)  ядросының симметриялық және функциялары-
ның ортонормаланған қасиетін ескерсек,

{Ky/,(pl) = (i//,K(pl) = (it/,j<pl) = ^-(ii/,(pll
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у I л,- j ( ^ , )

өрнектерін аламыз. Бүл жағдайда алдыңғы теңдеуден {у/,(р,) = 0,(/ = 1,2,...,« ) 
ортогональдық шарты шығады. Онда (77) теңдеуі

b

і//(х) -  //J K{x,s)y/(s)ds = 0

түрінде жазылады. Бұл теңдеуден // мен і//(х)~ K(x,s)  ядросының меншікті мэні 
мен меншікті функциясы екенін, ал і//(х) -тің (р ^ х )^  = 1,...,и) функция-ларымен
ортогональ болғандықтан т > п ретті меншікті функциялардың біреуімен сай 
келетінін көреміз.

Салдар. Егер K(x,s)  ядросының n-нен көп меншікті мэні бар болса, онда 
ядросының меншікті мэндерінің модулі бойынша ең кішісі Лп+І болады. 

Берілген ядроның меншікті мэндері ЛІ,Л2,...,Лп ақырлы санды болған жеке 
жағдайды қарастырайық. Онда K (n)(x,s) ядросының бірде-бір меншікті моні бол- 
майды. Бұндай жағдайда бұрын дэлелденген теорема бойынша АГ(")(х,л,) = 0 
немесе

K(x,s) = t-j-Pj(x)p,.(s).
j=i а ,

Осы формуладан /C(x,s) ядросыньщ ерекшеленген ядро екенін көреміз. Кез
келген ерекшеленген ядроның ақырлы санды меншікті мэндері бар болған-дықтан 
және жоғарыдағы талдаулардан мына теорема орынды.

Дини теоремасы. Квадратымен интегралданатын симметриялық ядроның 
меншікті мондері мен меншікті функциялары ақырлы санды болуы үшін оның 
ерекшеленген ядро болуы қажетті де жеткілікті.

Салдар. Кез келген квадратымен интегралданатын (р(х) функциясы үшін

lim К (п)(р =0

тендігі орынды.
Дәлелдеуі. Егер /Дх,.?)ерекшеленбеген ядро болса, соңғы теңдіктің орын- 

далуы ап-айқын. Бірінші салдар бойынша K (x ,s ) ядросы ерекше-ленбеген болса, 
онда АГ(")(х ,5)ядросының модулі бойынша ең кіші меншікті мэні Яп+1 болады.

Жогарыдағы (73) теңсіздігі бойынша K {n)(x,s)  ядросы, оның меншікті мэні 
мен меншікті функциясы үшін
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Теңсіздік орынды жэне п —>оо жағдайда Ля+І — болғандыктан соңғы өр-
нектен К (п)(р —> 0.

Тұрақты болғанх үшін K (x ,s )e  L2[a,b] олай болса, ол ядро ортонормалан- 
ған {(рп{х )} жүйе бойынша

K (x ,s )~ j r  C„(x)<pn(s).
п  1

Фурье қатарына жіктеледі де, ал Фурье коэффициенттері

C„(x) = \K(x,s)<p,(s)ds = Х <Р„(х)
и К

теңдігімен анықталады. Сонымен, K (x ,s ) ядросына оның меншікті функциялар 
жүйесі {(рп(х )} бойынша

K {x ,s )~ j^ \< p n{x)(pn{s)
»=І Ап

түріндегі бисызықты деп аталатын Фурье қатары сэйкес келеді екен. Бессель тең- 
сіздігі бойынша

(78)
"  1 А п о

Бұл теңсіздіктегі қатар мүшелері оң жэне оларды мүшелеп х  бойынша а -
‘ 1 і  і

дан b -ға дейін интегралдап < В 2 теңсіздігін аламыз, яғни ]Г —  қатары
п \ Лп п=\ Лг

жинақты.
Енді қайталанған ядроларды жіктейік.Егер {Лк} сандары мен функ-

циялары K (x ,s ) симметриялық ядросының меншікті мондері мен меншікті 
функциялары болса, онда K m(x,s) қайталанатын ядросының меншікті мәндері 
{Л<т)}, ал меншікті функциялары {^ (х)} екені белгілі, яғни

<Рк (х) = Л\т) \ К т{х, s)<pk (s)ds (79)
a

тендігі орындалады. K m(x,s) ядросынх аргументін тұрақтылап, ортонормаланған 
[<рк (я)} жүйесі бойынша Фурье қатарына жіктесек,
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мұндағы, Фурье коэффициенттері

Ck{x) = \ K m(x,s)(pk{s)ds,

өрнегімен анықталады. Бұдан жоне (79) теңдігінен

СМ  =

Сонымен,

к IЯ!
(80)

Егер K(x,s)  е LZ[D\ болса, онда K m(x,s) e L 2[D] екенін көрсету қиын емес. 
Сондықтан (80) қатары Рисс-Фишер, теоремасы бойынша орташа мағынада

һ
жинақты. Егер \ K 2(x,s)ds < А болса, онда (80) катар тек орташа мағынада гана

а

жинақты емес, оның т > 2 болғанда абсолютті жоне бірқалыпты жинақты 
болатынын дәлелдеуге болады. т>  3 болсын. п —>оо=>Я„ -»оо болғандықтан, п 
санының жеткілікті мөлшерде үлкен мэндерінде Лп > 1. Осыларды ескертіп, (80) 
өрнегіне Коши-Буняковский теңсіздігін пайдалансақ,

п+р  ]

*=" л,

1 n +p  1 I I I  I

К К

(
<

Я!(m-2)
n+p(p]{x)
к n Л ~■к 7 * " л ! у

Жоғарыдағы (78) Бессель теңсіздігі мен соңғы теңсіздіктен

k̂ nAk
< s ( n >  N,\/p)

екені шығады. Олай болса, қатардың жинақтылығын көрсетуші Коши белгісі 
бойынша, (80) қатары бірқалыпты жинақты жоне оның қосындысы K n(x,s) бо­
лады. Сонымен мына теорема орынды.

һ
Теорема. Егер K{x,s ) ядросы \ K 2(x,s)ds< A шартын қанағаттандырса, онда

а
т > 3 мэндерінде (80) катары D = {a<x,s<b}  облысында абсолютті жэне 
бірқалыпты жинақты болады да:
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k \ A k

Мысал. Фредгольмнің 2-текті интегралдық

л

(р(х) = Ц  cos(x -  t)(p{t)dt + sin х
о

теңдеуінің шешімін табайық.
Шешуі. co s(x -/)  = cosxcos/ + sinxsin/‘ формуласын пайдалансақ, тендеуді

л  л

(р(х) = Я cos jc J cos t(p(t)dt + Я sin xj sin Up(t)dt + sin x
о 0

түріне келтіреміз. Бұл өрнекте

л  л

С, = J c o s ^ ( / ) ^ ,  С2 = jsint<p(t)dt
о о

деп белгілесек, онда (р{х) = ЯС, cosx+ ЯС2 sinx + sinx тендеуі шығады. Бұл теңдеу- 
де С, мен С2 белгісіз тұрақты коэффициенттер. Оларды табу үшін тендіктің екі 
жағын cosx пен sinx функцияларына көбейтіп, одан кейін х бойыншаО-ден л -  
ге дейін интегралдап,

л  л  л  л

С, = J cosx(p(x)dx -  ЯС, J cos2 xd x+ ЯС2 J sin xcosxcbc + J sin xcosxd!*,
0 0 0 0

л  Л  Л  Л

C2= I sin x(p(x)dx = ЯС, J cosxsin xd x+ ЯС, J sin2 xd x+ Jsin2 xdx
0 0 0 0

немесе С ,(1 -^ Я ) = 0, C2 = (1 - | / t )  = ^  C, =0, C, = 

мек, берілген тендеудің шешімі

л
2 - Я л

екенін табамыз. Де-

(pi x̂) — sin х ■ Ял" sinx 
2-Ял"

г 2 \Я ^  — 
л

болады.

§ 5.4. Г ил ьберт-Шмидт теоремасы

ь
Егер K (x ,s ) симметриялық ядросы үшін \K(x,s)co(s)ds = 0 теңдігін қанағат-

a
тандыратындай со(х)Ф 0 функциясы табылмаса, онда K(x,s)  ядросы тұйық деп,
ал ондай со(х) функциясы табылса, онда K(x,s)  ядросы тұйық емес деп аталады.

1-теорема (Шмидт). Меншікті функциялар жүйесі тұйық болуы үшін 
ядроның түйық болуы қажетті де, жеткілікті.
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Дәлелдеуі. K(x,s)  ядросы тұйық емес ядро болсын, яғни с о ( х ) ф О  функ- 
циясы табылып,

\K(x,s)co{s)ds = 0
a

шарты орындалсын. Сонғы өрнекті (рк{х) функциясына көбейтіп, сонан соң х 
бойынша а-дан b -ға дейін интегралдасақ,

I Ь ft I II I

0 = J \K{x,s)co(s)ds (pk(x)dx = \a)(s)\[\K(x,s)(pk(x)dxYls =

= j < ф ) ■ ds = i r \  (s)co{s)ds,« A, A. a

яғни {(pk} жүйесі тұйық болмайды.
Керісінше [<рк{х)} меншікті функциялар жүйесі тұйық болмасын, яғни 

&>(х) Ф 0 табылып, олар үшін

J (рк (.x)co(x)dx = 0 (81)

теңдігі орындалсын. Жоғарыда дәлелденген тұжырымнан

® ]
К,{х,8) = ^-^<рк{х)(рк{Б). 

к \ Л .

Енді осы тең дікті co(x)co(s) -ке көбейтіп, одан кейін 5 пен х бойынша а -дан 
b -ға дейін интегралдап, (81) теңдігін ескерсек,

b b оо ]  b b

Г Г К 4 (x,s)co{x)co{s)dsdx = J (рк (.x)co(x)dx\ (рк {s)co{s)ds = 0.

Ал К 4 (х, s) = j K 2 (х, t )K 2 (/, s)dt болғандықган, соңғы теңдеуден

һ һ и һ I

0 = J j К 4 (x,s)co(s)co{x)dsdx = \ и К 2(х, t)co(x)dx (х

һ г һ
x \ \ K 2{ t , s ) ^ ) y t  = \ \ \ K 2(xd)(o{x)dxYt.
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b h

Сондықтан fK 2(x,t)a>(x)dx = 0 және дэл осылай JK(x,t)cu(x)dx = 0, яғни
и a

теорема долелденді.

Егер f ( x )  = \K(x,s)h(s)ds = Kh (h(x) e L2\a,b\) теқцігі орындалса, онда f { x )
a

функциясы K(x,s)  ядросы арқылы өрнектелген дейді.
2-теорема (Гильберт- Шмидт). K(x,s)  е L2(a,b) ядросы аркылы өрнек- 

телетін кез келген / (х) функциясы сол ядроның меншікті функциялары бойынша 
орташа жинақты Фурье қатарына жіктеледі.

Дәлелдеуі. Алдымен K (x ,s ) ядросының меншікті функциялары {<рк{х)\
арқылы һ(х) функциясын Фурье қатарына жіктейік:

А(*)~ І һ п(рп(х) (һп ={һ,(рп)).
п=\

х b
Бессель теңсіздігін пайдалансақ, £/z„2 < \h 2(x)dx қатарының жинақты екенін

п=1 a
көреміз. Одан кейін / (х) үшін Фурье қатарын

/ ( * ) - ! / > „ ( * )  (82)

түземіз, мұндағы, /„ = ( /> „ )  = (Кһ,срп) = (һ,Кфп) (К(рп)

Олай болса,

я = І А
(83)

h ( x ) e L 2[a,b\ болғандықган f(x)<=L2[a,b] болады. Сондықтан Рисс-Фишер 
теоремасы бойынша (83) қатары орташа жинақты.

Енді (83) қатарының қосындысы f ( x )  -ке тең болатынын дэлелдейік. Ол үшін

S m(x) = tп 1 К<Рп(х)

деп алайық. Онда

/ «  = S J x )  = \K(x,s)h(s)ds - £ ^  jm<P„(s)ds  =

=  1 K ( x , s ) - £ ) - < p n(x)<p,(s) ty(s)ds = = K'"'h.n I A„
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Жоғарыдағы §5.3-тегі лемманың салдарын пайдалансақ, т ^ о о  ұмтылған 
жағдайында | | / - S J |=  К іп)һ -> 0  болады.Демек,

/ ( * )  = £ -үК<Рп(х),
п  I

яғни теорема долелденді.
Ескерту. Гильберт-Шмидт теоремасында {<рк(х)) меншікті функциялар 

жүйесі толық деп ұйғарылмайды.
һ 2

3-теорема. Егер симметриялық ядро \\K(x,s)\ ds < А шартын қанағаттан-
а

дырса, онда (83) қатары бірқалыпты жинақты болады.
Дәлелдеуі. Жоғарыдағы (78) теңсіздігін пайдаланып, (83) қатарының қалдық 

бөлігін бағаласақ,

”І Ч  w
к-п К

п + р  IU І> / 7 )2 (  у З  п + р

S Z  Һ Ц . Ц ғ - ± А ? . һ і
к=п к~п Л /г  к~п

п + р

Егер қатарының жинақтылығын пайдалансақ, сонғы теңсіздіктен бар-
к —п

лық п> N  жэне V/? > 0 үшін

і
к= п  Л к

екенін көреміз, бұдан Коши белгісін ескеріп, (82) қатарының бірқалыпты жинақты 
екенін дэлелдейміз.

Гильберт-Шмидт теоремасының салдары.
1-салдар. Қайталанатын K 2(x,s) ядросы меншікті функциялар \(рк{х)} жүйесі 

бойынша

K 2(x,s) = j: ^ ( p k {х)(рк (.v) (84)
к і Ак

түріндегі қатарға жіктеледі.
Расында, қайталанушы ядро анықтамасы бойынша

К 2(х,s ) = j К (х,t )K(t ,s)dt.
a

Егер K(x,s)  е  L2(D ) болса, онда 2-теорема бойынша

ос \  1
K 2(x,s) = 1-К

k -1 \  A k
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K 2(x,s) үшін алынған жіктелудің оң жағындағы һк-ны оның мэнімен ауыс- 
тырсақ, (84) тендігі шығады.

2-салдар. Ядроның резольвентасы сол ядроның меншікті функциялары 
бойынша қатарға жіктеледі:

R(x,s;A) = • (рк (х) ■ <рк (j ).
п=\ Ак — 1

Расында А -ның кіші мәндері үшін

R(x,s;A) = £ A nlK n(x,s)
п 1

екенін дэлелдегенбіз, ал қайталанатын ядроның жіктелу қасиеті бойынша форму- 
лаларды пайдалансақ,

R(x, s; A) = X (Рк (х)<рк (s) + AX ^  <рк {х)срк (s) +... ■+ Я"'1X <рк (х)<рк ($) + ...=
*= і Ак *= і Ак *= і Ак

л  к

*=і A. — A

< A ^
a

(p2{x)(p2{s)
A, z

n =I

f—г
у

А я  V '

л Л=1

+ . .. —

Біртекті емес симметриялық ядролы

(р{х) = A\K(x,s)(p(s)cls + /  (х)
u

ь
теңдеуінің шешімін анықтайық. g(x) = J А ^ х ,^ ) ^ ) ^  деп белгілейік. Егер

а
оо

(ріх)е L2(a,b) болса, онда g(x) = Ү С к(рк(х), мұндағы, Ск-  тұрақгы шамалар. Сон-
*=і

дықган

ф )  = f ( x ) - A Z C k<pk(x)
к=і (86)

(85) теңдеуіндегі (р{х) функциясы (86) теңдеуінің оң жағымен ауыстырсақ,

f { x )  + Аү^Ск(рк іх) = f i x )  + А\Кіх, s)
k і

Д а ) + я £ с 40>4(5)иу,
*=і

бұдан

W  = j K ix ,s )f is )ds  + ЯХС4\Kix,s)(pk is)ds =
k-\

= f Kix,  ̂ ) f i s )d s  + A £  Ck
*=1 A

немесе
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(87)І Ск (х) = f K(x,s)f(s)ds = үһ-(рк (x).
* Ч  Л к а к \ Л к

Бұл өрнектің екі жағындағы q>k (х) функцияларының коэффиценттерін салыс- 
тырып,

с » = І 4 я ( Л ’; Л '- = и - )

екенін апамыз. Ск (к = 1,2,...) коэффиценттері мэндерін (86) теңдігіне қойып,

V(x) = f { x )  + X ± 4 ^ ( p l (x)
*=і Ак — A

Шмидт формудасын аламыз.
Егер Л = Лт рангісі г  еселі меншікті мэн болса, онда CM,Cm+„...,Cm+r_,

коэффиценттерін (87) тендігі бойынша анықтай алмаймыз, оның үстіне сол (87) 
теңдігінен

ь
fk = \f(x)<pk(x)dx = 0(k  = m,m + \,...,m + r - \ )

a

екені шығады. Сондықтан бұл жағдайда (85) теңдігінің шешімі

т- 1 j  m+r- 1 оо ү
ф(х) = f ( x )  + Л ^ -Л ^ - (р к{х) + Я X Скфк(х) + Л X <рк(х)

*=і Лу—Л к=т к=т+г Лк~Л

түрінде жазылады.
Енді ядроларды кластарға бөлейік. Гильберт-Шмидт теоремасын қолдансақ,

b 00 1
j K { x , s ) h ( s ) d s = ^ ~ h k(pk(x)
а к -  т Sltfc

теңдігін аламыз. Бұл теңдіктің екі жағын да q(x) фунциясына көбейтіп, одан 
кейін х  бойынша а-данЬ-ға дейін интегралдасақ,

b Ь 00 1
) \К{х , s)h{s)q(x)dsdx = Z 1 -hkqk.
а а  k \ A k

Егер q(x) = h(x) болса, онда

J(h) = J J.K(x,s)h(s)h{x)dsdx = X - у  К  .
a  a  * = l A

Міне, осы теңцік ядроны кластарға бөлудің негізі болады. Бұл теңдік бойын­
ша барлық меншікті мәндердің оң болуының қажетгі де жеткілікті шарты -  кез
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келген h (x ) e L 2(a,b) үшін J(h ) > 0 болуы. Расында, егер барлық Як > 0  болса, 
онда теңсіздіктен J{h)>  0 болатыны көрініп тұр. Енді сол меншікті мәндердің 
кемінде біреуін Лт<0 деп алайық жэне һ(х) = (рт{х) болсын. Меншікті функция-

лардың ортонормаланғаны себепті J{(pm) болады.

Егер симметриялық A^(x,s) ядросының барлық меншікті мәндері оң болса, 
онда ядро оң деп аталады. Бұл жағдайда J ( h ) > 0. Егер симметриялық A^(x,5) 
ядросының барлық меншікті мәндері теріс болса, онда ядро теріс делінеді. Бұл 
жағдайда J(h)<  0. Егер \/һ(х) е L2\a,b\ үшін J  >0 болса, онда оң симметриялық
ядро анық (қатаң) оң делінеді. Егер V/z(x) е Е2[я,б] үшін J  < 0 болса, онда теріс 
симметриялық ядро анық (қатаң) теріс делінеді.

4-теорема. K (x ,s ) ядросының анық оң болуы үшін, барлық меншікті мәндер 
оң жоне ядро түйық болуы қажетті де жеткілікті.

Дәлелдеуі. K(x,s)  ядросы түйық болмасын, онда һ ( х ) ^ 0  үшін
һ
j К (х, s)h(s)ds = 0 болады. Бұдан:
а

т = \ \ K(x,s)h(s)ds h(x)dx = 0,

ягни K(x,s)  анық оң емес. Сонымен, егер ^ (х ,^ ) ядросы анық оң болса, онда ол 
тұйық.

Мерсер теоремасы. Егер симметриялық А^(х,^) ядросы негізгі D - { a < x , 
s < b) облысында оң жэне үзіліссіз болса, онда бұл ядроның бисызықты катары 
бірқалыпты жинақты.

Дәлелдеуі. Оң ядро үшін K (x ,s ) екенін дэлелдейік.Қарсы жорып, (х0,х0) 
ігүктесінде АГ(х0, х0) < 0 деп ұйғарайық. Бұл жағдайда үзіліссіздік қасиеті бойын- 
ша х е (х0 —£,х0+£) нүктесі үшін K (x ,s ) < 0 болады. Мынадай функция құрайық:

Л(л) = | Лі(* )> 0 » х G (х0 _£,,х0 +£),
I 0, х £ (х 0 - £ , х 0 +£•);

бұл функция үшін

J(h) = \jK(x,s)h(s)h(x)dsdx = °\]K(x,s)hl(x)hi(s)dsdx < 0,
°" 'о

яғни оң болу шартына қарама-қайшы. Бұл қайшылық ЛДх,я)>0 екенін дэлел- 
дейді.

Енді
р j

Q(x,s) = K (x ,s ) - 'Z j-< p l (x)<pt (88)
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деп белгілейік. Эрине (2(x,s) -  үзіліссіз жоне симметриялық ядро. Енді осы 
Q(x ,s ) ядросының оң екенін көрсетейік. Ол үшін т> р болғанда һ = (рт деп 
алайық. Онда [срт } жүйенің ортонормаланғанын пайдаланып,

= JJ Q(s,x)(pm(x)(pm{s)dsdx = \ J K{x,s)(p(s)(pm{x)dxds > О,
a a

яғни Q(x,s) ядросының оң екенін дэлелдедік. Сондықтан Q(x,x) >ООлай болса, 
(88) теқдігі бойынша

Q(x,х) = К(х,х)-Х~г<РІ(*) > 0k-\Ak

немесе барлық р  үшін

11-у(РІ(х)<К{х,х).

00 I
Сондықтан оң мүшелерден кұралған Х ү  ФІІ*) қатар жинақты. Ал бисы-

k=\Ak
зықты қатар үшін

L у  - <Pk О М  (s) < і  ■J -  [(pi (х) + (pi (j )]* 1 /Ц Z *=1 Лк

теңсіздігі орынды, ал бүл теңсіздіктен қатардың бірқалыпты жинақтылығы шы- 
ғады. Сонымен

K(x,s)  = f ,^ - (p n(x)(pn(s)п=\Ап

теңдігі орынды. Бұдан s = x деп алып, ортонормаланған {(р„{х )) үшін =
п=іЯ„

ь
= \К (х ,  x)dx  = А, тендігін аламыз.

a

§ 5.5. Симметриялық интегралдық теңдеуге келтірілетін
интегралдық теңдеулер

1. Қисық симмертиялық ядро. Фредгольмнің интегралдық

һ
(р(х) = Ц К  (*, s)(p(s)ds + f  (х)

теңдеуін қарастырайық. Комплекс K(x,s)  ядросы үшін K(x,s)  — K(s,x)  теңцігі 
орындалса, оны қисық симметриялық ядро деп айтады. Нақты K(x,s)  ядросы 
үшін K(x,s) = -K (s ,x )  тендігі орындалса, оны қисық симметриялық ядро деп ай­
тады. Мысалы, K (x ,s )  = x - s ,  K(x ,s)  = s in (x - s )  қисық симметриялық ядролар.
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Егер L(x,s) = iK(x,s) түріндегі ядроны алсақ, L(x,s) = L(s,x)  демек, L(x,s)
симметриялық ядро. Егер жоғарыдағы берілген тендеу қисық симметриялық 
ядролы тендеу болса, оны

һ
(р{х) = р \  L{x,s)(p{s)ds + /  (jc)

симметриялық ядролы түріндегі интегралдық тендеуге келтіруге болады (мұндағы, 
р  -  іЯ немесе Я = - і / і ). Демек, берілген қисық симметриялық ядролы теңдеудің 
кемінде бір меншікті мәні бар болады жэне оның барлық меншікті мәндері 
жорамал сандар.

2. Симметриялық ядролы интегралдық тендеуге келтіретін тендеулер.
Қолданбалы есептерде

ь
(р{х) = Я\ p(s)K{x,s)(p{s)ds + /  (х)

a

түріндегі интегралдық тендеу жиі кездеседі, мұндағы, K(x,s)  нақты симметрия- 
лык ядро жэне /9(х)>0 [a,b\ кесіндіде белгілі функция. Бұл теңдеудің екі жағында 
р(х)  -ке көбейтіп, одан кейін

ip(x) = ylp(x)<p(x) (89)

өрнегімен жаңа функция енгізіп, белгісіз Ц/(х) үшін

у/{х) = Л\М (x,s)y/(s)ds + уІр{х)f  {х)
a

теңдеуін аламыз, мұндағы, М(x,s) = jp(x)p(s)K(x,s)  симметриялық ядро.
Егер Л Л , - Д Л,... сандары мен ^ ,( х ) ,^ 2(х),... функциялары M(x,s) 

ядросының сәйкес меншікті мэндері мен меншікті функциялары болса, онда
һ

кФт болған жағдайда \у/к{х)у/m(x)dx = 0 екенін білеміз. (89) теңдігін ескерсек,
a

біртекті
ь

(р{х) = AJ p(s)K(x,s)(p(s)ds
a

интегралдық (теңцеуінің меншікті функциялары <рк(х) {к = 1,2,...) бар жэне олар 
р(х) салмақ функциясымен ортонормаланған, яғни барлық к ф т үшін

ь
jp(x)<pm(x)Mx)dx = 0

теңдігі орынды болады. 
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Екінші қайталанатын ядро үшін

M 2{x,s) = j^ ^ -y /k(x)if/k{s)
к I Лк

меншікті функциялардың жіктеліп алынған жүйелері бойынша қатарға жіктеу 
орынды. Бұдан:

М 2 (х, s) = J М  (х, t )М  (t , s) dt = J K(x, t)K (/, s)p(t)y/ p(x)p(s)dt =
a u

= £ jT - V / k О )Vk 0 )  = J p (x )  ■ y/p(s) £~-(Pk  (x)<pk (s),*=i *=i

бұл тендіктің екі жағын ■Sfp (x )p (s )  шамасына қысқартсақ,

H 2(x,s) = \K(x,t)K(t ,s)p(t)dt = £ ~ - ( p k(x)<pk(s).
a  k = 1

Дэл осы жолмен

H p(x,s) = \ H p_x (x, t)K(t, s)p(t)dt ,
a

ядросы үшін
ОО ]

н  P(x,s) = Y,— (pk(x)(pk{s)
k = i A k

теңдігі алынады. Егер
00 ]

M(x,s)  = £j l r y/k{xyi/k{s)
* = I A k

жіктелуі орынды болса, онда

ОО |

K(x,s)  = ^ — (pk(x)(pk(s)
k = \ A k

жэне т.с.с.
3. Шмидт ядросы және ол ядроның меншікті функцияларм.
H ( x , s ) e  L2(D) симметриялық ядро емес, ал H*(x,s) = H(s,x)  оның түйіндесі, 

бұларға сэйкес Фредгольм операторлары Н  жэне Н '  болсын. Ал А', = Н 'Н  жэне 
К 2 = Н Н '  симметриялық жэне оң операторлар дейік. Олардың ядролары

К , (х ,s) = j H '{x , t)H{t,s)d t , K 2(x,s) = j Я  (x,t)H '( t ,s)dt
a  и

симметриялық жэне оң ядролар болады. Расында,
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К, (s,x) = \H~ (s,t)H(t,x)dt = \H (t ,x )H '(s , t )d t  = \ Н '  (x,t)H(t,s)dt = K t(x,s),

(I К {xj)h{x)h{s)d\dx = f fj j  Н' {x,t)HU.s)dl lh( -

b (b b ( b

= j dtU H ’ (x,t)h(x)dxj H(t,s)h(s)ds \ = \dt  j H(t,s)h(s)ds
a a \a

>0.

Міне, осындай қасиеттері бар А^,(х,5) жоне K 2(x,s) ядролары H(x,s)  ядросы 
үшін Шмидт ядролары деп аталады.

Әрбір симметриялық емес H(x,s)  ядросына Шмидт екі ортогональ функ- 
цияны сойкестендіреді, ал жалпы жағдайда берілген ядроның меншікті функция- 
лары ешқандай байланысы жоқ жүйемен сэйкестендіреді. Екі (р{х) жэне ^(х) 
функциялары (Шмидтің анықтауы бойынша)

(р(х) = А( Н (х , s)if/(s)ds, y/{s) = Aj H(s, x)(p{x)dx (90)

теңдеулерін қанағаттандырса, онда (р{х) пен i//(s) функциялары одақтас меншікті 
функциялар деп аталады.(90) тендеулеріндегі Л шамасы H(x,s)  ядросының 
меншікті моні. Әрқашан меншікті функциялар пары бар болады. Расында, (90) 
теңдеулерінен^(х) функциясын шығарып тастасақ, онда симметриялык ядролы

һ
(р{х) = А}\К2 (x,s)(p(s)ds

біртекті интегралдық тендеуіне келеміз, мұндағы, К 2 (х, s) -  Шмидт ядросы. Егер 
(90) теңдеулерінен (р{х) функциясын шығарып тастасақ, онда симметриялык 
ядролы

ь
у/(х) = Я2 J AT, (х, s)y/(s)ds (91)

а

біртекті интегралдықтеңдеуін аламыз, мунда да K i(х,s ) -Ш м идт ядросы.
Егер (90) жүйесінің Я параметрлеріне сэйкес ^ ,(х ) ,^ ,(х )  шешімдері болса, 

онда K {(x ,s) ,K2(x,s) ядролары үшін А, сандары меншікті мэндер, ал у/,{х ) пен 
(рі(х) функциялары оларға сойкес меншікті функциялар болады. Керісінше, А^-  
сол ядролардың біреуінің (моселен, AT,(x,.v) ядросының) меншікті моні болсын. 
Бул сан орқашан оц. Ал <р0(х) функциясы сол Я0 санына сойкес меншікті функция 
болсын. Егер
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деп алсақ, онда

¥и (x) = jA^jH(t,x)<p0(t)dt

<РМ = лДЛ н  (x,t)i//0(t)dt.
и

Сонымен, (90) теңдеулер жүйесінің шешімдерін табу моселесі K^(x,s) немесе 
K 2(x,s) симметриялық ядроларының біреуінің меншікті мэндері мен меншікті 
функцияларын табу моселесімен пара-пар. Бұл екі ядроның меншікті мэндері 
бірдей жэне оң болғандықтан (Я >0) оларды Л;,Л2,... деп белгілейік. АДх,.?) 
ядросының ортонормаланған меншікті функциялары (р,(х),<р2(х),...,<рп(х) болсын. 
(90) тендеуінің екіншісінде Л = ЛІ жоне (р -  (р,(х) деп алсақ, (91) тендеуінің Лі мен- 
шікті мәніне сойкес меншікті функциясын аламыз. Осылай алынған і//,(х) функ­
циялары да ортонормаланған жүйе құрайды.

Расында,

һ ь
V-,(*) = ц н (Ах)(р, 0t)dt, у/к (*) = Лк\ Н (s,х)(рк (s)ds

п п

Теңдеулерінен

һ һ
j у/ (х)у/к (x)dx = ЛіЛк\< J H(t,x)cp, (t)dt\H(s,x)(pk (s)ds үіх =
и а  [ а  а )

b b

= Л А  j j A  (t,s)(pt 0t)<pk (s)dtds =^1<Р, 00<Рк (0 dt = Г  \  к ’
а  а А к а  I U ,  I  Ф  К ,

демек, {у/Xх )} (z -1,2,...) жүйесі ортонормаланған. 
4. Ш мидт теоремасы. V/?(x) е  L2(a,b) үшін

f ( x )  - \ H (x,s)h(s)ds (92)

тендігі орынды екенін Шмидт долелдеген (мұндағы, H (x ,s ) симметриялық емес 

ядро).
Теорема (Шмидт). H (x ,s )~үзіліссіз ядро болсын. (92) теңдігімен анықталған 

кез келген f ( x )  функциясы H (x ,s ) ядросының меншікті функциялары {(р,{х)}
арқылы бірқалыпты жинақты қатарға жіктеледі.

Дәлелдеуі. Теореманың шартына байланысты (92) теңдігімен анықталған 
f { x )  функциясы үзіліссіз болады. Ал f ( x )  үшін Фурье коэффиценттері
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h b

f] = J J H (x,s)h(s)cpi(s)dsdx
a a

^-\h{s)y/,{s)ds
Я; a

h
____ l_

Я/

Екінші жағынан,

= \H (x ,s)y / i (s)ds

H(x,s)  ядросының Фурье коэффиценттері. Бессель теңсіздігінен Х^,2 жэне

<РМ
1=I

; I Я
қатарларының жинақтығы шығады. Сондыктан

һ
S(x) = ХүУ?,(х)

<=| Я

катары абсолютті жэне бірқалыпты жинақты. R(x) = f ( x ) - S ( x )  деп белгілейік. 
R(x) функциясы барлық (pt (х) функцияларына ортогональ. Расында,

J R(x)cpi(x)dx = J /  О )(р,{x)dx -  J S{x)(p,(x)dx = -j-(/7, -  h,) = 0,
ci a li

демек,

j R(x)S(x)dx  = J R(x)'^^-(pi(x)dx = X ^ j  Я(*)<Р,(*№ = 0. 

Мына өрнекті қарастырайық:

J H (x , / ) / (х)<Ят = j Н(х, t)R(x)dx  + {Н(х, t)S(x)dx.
и и  a

Бұған (92) теңдігін пайдалансақ, 

j K i(x,s)h(s)ds  = f H(x,t)R(x)dx + j H(x ,t)S(x)dx.
a  a  a

(93)

һ
Гильберт-Шмидт теоремасы бойынша f KXx,s)h(s)ds функциясі

a
l

сының меншікті у/Дх) функциялары арқылы коэффиценттрі -
/

лыпты жинақты қатарға жіктеуге болады. Екінші жағынан

K x(x,s) ядро- 

болған бірқа-
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j H  (x,t)S(x)dx = Х ~ /г ,^ ,( /) .
a I I /V

b
Сондықтан алдыңғы тендіктен j H{x,t)R{x)dx = 0.

Демек (93) жэне соңғы тендіктерден

J/ (x)/?(x)dx = j j H(x,s)h(s)R(x)dsdx = О,
а

] R 1(x)dx = \ R(x)[f(x) -  = О,
и а

яғни Я(х) = 0. Ендеше

/ W  = ̂ )  = Z y f ,W
/ I а ,

теңдігін аламыз. Бұл формуладан \ /g (x )e L 2[a,b] үшін

j J H(x,s)h(s)g(x)dsdx = f J*y-gr
а а /=1 Л/;

(94)

b

Осы тэсілмен кез келген f  (х) = j Н (x,s)g(x)ds фуніщиясын (х) функция-

* 1
лары арқылы бірқалыпты жинақты f ( x )  = 'Z—g,i//l(x ) қатарына жіктеуге болады.

/=і

Теорема дэлелденді.
Енді (94) формуласын симметриялық

К 2 (x,s) = jH(x ,t)H '( t ,s )d t
a

ядросына қолданайық. Сонда ол ядро

K 2(x,s) =
і=і A, (95)

түрінде жіктеледі. Дэл осылай

і=і л.

қатарын аламыз.
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H(x,s)  ядросын жіктейік. {(pt(jc)} жүйесі бойынша

H ( x , s )  = Z H i(s)<p,(x)I 1

түрінде жіктейміз, мұндағы,

Н , (s) = \ H  (x,s)(p, (x)dx = \<р, (s) ,

ал бұл монді алдыңғы қатарға қойып,

я ,(х ,я ) = х  X v M v - X s )
а Л *

қатарын аламыз. Бұл катар х пен s бойынша орташа жинакты. Расында, 
жоғарыдағы өрнектерден

„ <і А,
ds = \ H 2 (s,x)ds -  X ( x )  =

а  ; I A ,

Я 2( х , х ) - І ^ ; ( х ) =  £  ^ r ( x ) ,
/=1 /Ч/. /=Л+1 /и,

бұл (95) бірқалыпты жинақты қатарының қалдық мүшесі, сондыктан ол /?—»оо 
жағдайда нөлге ұмтылады. Демек,

limj Я (х ,.? ) -х 4 ^ <p,{x)(p,(s)
/=і А,

-| 2
= 0.



6. БІРІНШІ ТЕКИ ИНТЕГРАЛДЫҚ 
ТЕҢДЕУЛЕР

§ 6.1. Вольтеранның бірінші текті теңдеуі

Вольтеранның 1 -текті интегралдық тендеуін қарастырайық:

\K{x,s)(p{s)ds = f ( x ) , (96)
и

мұндағы, K(x,s)  пен f ( x )  функциялары белгілі, ал (р(х) белгісіз функциялар. 
Екінші текті интегралдық тендеуге қарағанда бұл тендеудің шешімі бар болуы 
үшін кейбір жаңа шарттар қою керек. Ол үшін

) (p(s)ds = f (x )
a

теңцеуін қарастырайық. Бұл тендеудің шешімін C[a,b\ класынан іздейік. Бұл жағ- 
дайда теңдеу шешілуі үшін f ( a )  = 0 болуы қажет жэне / ( х) функциясының [a,b] 
кесіндіде үзіліссіз туындысы бар болуы керек, яғни теңдеудің оң жағы кез келген 
функция емес.

Енді (96) тендеуін қарастырайық. Ол тендеудің үзіліссіз (р(х) шешім бар 

болуы үшін / ( я )  = 0 болуы қажетті. Оның үстіне, егер -^ K (x ,s )  е  C[a,b\ болса, 

онда / ' ( х )  е  С[а, b \  (96) тендеуінің екі жағында х бойынша дифференциялдап,

К(х,х)(р{х) +} K'x (x,s)(p(s)ds = f \ x )  (97)
a

теңдеуін аламыз. Мұндағы, К(х,х) фО, xe[a,b\ болсын. Бұл теңдеуді К(х,х) 
функциясына бөліп,

(р(х) + \
K ( x , s )
К(х,х)

(p{s)ds = f i x )
К(х, х) (98)

2-текті Вольтерра тендеуін аламыз. (98) теңцеуін жоғарыдағы айтылған эдістер- 
мен шешу арқылы біртекті (96) интегралдық теңдеуінің шешімін табамыз.
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Егер К (х ,х ) функциясы [a,b\ кесіндінің кейбір нүктелерінде нөлге айналса
(мәселен, х - с  нүктесінде), онда (98) теңдеуі 2-текті тендеудің қасиеггерінен 
бөлек, ерекше қасиетке ие болады. Мұндай теңдеуді Пикар анықтамасы бойынша
3-текті деп атайды. Ондай теңдулерді біз қарастырмаймыз.

Кейбір жағдайда К (х ,х ) = 0 болса, (97) теңдеуі тағы да 1-текті теңдеу түрінде 
қалады:

J K[(x,s)(p(s)ds = f ' ( x ) ,

бұган тағы да (96) теңдеуін 2-текті теңдеуге келтіру эдісін колданамыз, бірақ бұл 
жағдайда K (x ,s ) пен / ( х )  функциялары С 2[<з,б] класында болуы керек.

• Ескерту. Егер /С(х,х) функциясы [a,b\ кесіндісінің оңашаланған 
с, <с2 <.... нүктелерінде нөлге айналса, онда (96) интегралын жеке-жеке аралық- 
тарда қарастырып, (98) теңдеуіне келтіреді.

Мысалы, 0 < х < тг, 0 < s < х болганда
х
J cos(x + s)cp(s)ds = / ( х )

тендеуін қарастырайық. Бұл теңдеуді х бойынша дифференциялдап, 2-текті тең- 
деуді аламыз:

х
C0s2x ^ x ) - J s in (x  + s)#>(5')£/x = f \ x ) .

о

( ( л-^^тс ЪпАл cos2x = 0 тендеуінің түбірлері х = Егер х е  О,
4 4  ̂ ( 4 ; ;

cos 2х ф 0, сондықтан

болса, онда

<р(х) ~ = / М , (
о cos2x cos2x О,

V  V  4  /

екінші текті тендеуі шығады. Басқа нүктелер үшін де осы әдісті қолданамыз.

§ 6.2. Абель теңдеуі

і0
ф )

y/t - S
ds = / ( / )

Абель тендеуін қарастырайық. Бұл теңдеуді / бойынша дифференциялдауға 

болмайды. Ядросы K(t,s) = j j —  элс*3 ерекшелікті, сондықган бұл теңдеуді 2-

текті Вольтерра теңдеуіне басқаша келтіру әдісін қолданамыз. Ол үшін теңдеуді 

өрнегіне көбейтіп, содан соң t бойынша 0-ден х -ке дейін интегралдап.
y /x - t
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f i r j  ds
о -s X ~ t  \o Ĵt — S

dt = \^ M L d t
о \  X ~t

тендеуін аламыз. Бұған Дирихленің интегралды түрлендіру формуласын қол- 
данып,

J Ф )
dt

y j ( t - s ) (x - t )
ds = \^ M L d t

о d x ~ t

деп жазып, мұнда f dt

' y l ( t - s ) ( x - t )
-  к  екенін паидалансақ,

f (p{s)ds -  —} dt
о TTodx-t

теңцеуі шығады. Ал бұл теңдеуді jc бойынша дифференциалдап,

(p(x) = - - ^ - j - ^ L d t  
л  d x o d x - t

бастапқы берілген теңдеудің шешімін табамыз. Егер / ( jc)  дифференциал-данатын 
функция болса, онда соңғы формуладан

« Х )=т + Ц і ! ж < ь
Я л /JC Я о у / х - S

болады.
Дэл осы жолмен Абельдің күрделі интегралдық тендеуін

} - ^ L - d s  = f ( x )  (0 < a  < 1)
о ( х  — S )

(99)

шешуге болады. Ол үшін теқдеудегі jc айнымалысын t -мен ауыстырып, одан 

кейін ол теңдеудің екі жағын ^  өрнегіне көбейтіп, t бойынша 0-ден jc -ке
0 - 0

дейін интегралдап,

/
л (, Щ-л

( J C - O  Ч о ( / _ 0 “ )  o ( x - t ) a

немесе
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Н і й ^ ғ '

тендеуін аламыз. Бұл теңдеуден

)
dt п

( х - / ) 1 a( t - s ) a sin па

болғандықтан

j * s)A  = j / W
Л-

теңдеуі шығады. Осы соңғы тендікті х  бойынша дифференциалдап,

, ч sin;rar d  r f i t )
Ф )  = ^ ^ г г .  I:n  d x i ( x - t ) '  °

dt

(99) теңдеуінің шешімін табамыз.
• Ескерту. Егер (99) тендеуіндегі а  бірден кіші кез келген сан болса, онда 

кез келген жатық f ( x )  функциясы үшін ол теңдеуді жоғарыда қарастырған жағ- 
дайға келтіре аламыз.

Расында, егер а  < 0 болса, онда -  а  > 0. Сондықтан (99) тендеуін х  бойын­
ша дифференциалдап,

(- а ) \ { х -  s)Ha+'] (p(s)ds = / '( * ) ,
о

a ( a  + \ ) j ( x - s ) <a+2)<p(s)ds = f ”(x\. . . .
о

теңдеулері тізбегін 1 > a  + k> а  болғанша жалғастыра береміз. 
Ең соңында Вольтерраның 1 -текті олсіз ядорлы

}T— T̂g <P(S)ds = f i t ) (0 < « < 1 )
0 \ t  — S  )

теңдеуін қарастырайық, мұндағы, H(/,s) пен
dt үзіліссіз

функциялар. Бұл теңдеуді шешу үшін оны 1
( х - 0 1 "

болған өрнекті t бойынша 0-ден х  -ке дейін интегралдап,

өрнегіне

жоне шенелген 

көбейтіп, пайда

108



dt

немесе

x

s
dt

( x -О ' a
' HOVv)

o ( / - 5 ) e
(p(s)ds г f i t )

о (X~t)'

JH(x, s)(p(s)ds = \
0 0

f i t ) dt (100)

тендеуін аламыз, мұндағы,

Н(х,л) r H ( t ,  s )  dt =  !• H ( . v  +  z(x -  л ) , , у )  

' ( X - / ) 1 a( t - s ) a 1 ( 1  - z ) ' aza
dz,

ал бұл регулярлы ядро, себебі

Н(х,^)| < М | dt
О (1 - / ) '  ar

M к
sin па

, |H(x,s)| < M.

Демек, (100) тендеуі шенелген ядорлы интегралдық теңдеу.Егер Н (х ,х )^0  
болса, онда Н (х ,х )^ 0 . Сондықтан (100) теңдеуін 2-текті интегралдық теңдеуге 
келтіруге болады екен.

§ 6.3. Фредгольмнің бірінші текті теңдеуі

Фредгольмнің 1-текті

jK(x,s)^(s)<* = /'(x ) (101)

теңдеуін қарастырайық. Бұндай тендеу эрқашан шешіле бермейді. Мысалы
і
jtp(s)ds = f { x )  теңдеуі кез келген / ( х )  үшін шешіле бермейді. Егер бұл теңдеуде
0
f { x )  = 1 болса, оның шешімі (ріх) = \ болады. Онымен қоса ^(х) = 1 + ах + /? функ- 
цияда а  мен /? тұрақты шамалары а  + 2/3 = 0 шартын қанағаттандырса, онда тең- 
деу шешіледі, яғни теңдеудің ақырсыз көп шешімі бар болады.

Егер (101) тендеуіндегі K(x,s)  симметриялық ядро болса, онда Шмидт
теоремасы бойынша

һ
jKix,s)tpis)ds = 0

1-текті интегралдық теңдеудің шешімдері Kix,s)  ядросының барлық меншікті 
функцияларына ортогональ функциялармен дэл келеді. Егер K(x,s)  тұйық ядро 
болса, бұл тендеудің тек нөлдік шешімі ғана бар болады. Егер ядро тұйық болмаса
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(моселен, ерекшеленген ядро болса), онда тендеудің акырлы немесе санакты 
жиында сызықты тэуелсіз жиында, сызықты тоуелсіз шешімдері бар болады.

Енді / ( х ) ф  0 болған кездегі (101) теңдеуін қарастырайық. Гильберт-Шмид
теоремасы бойынша (101) тендеуінің шешімі бар болуы үшін f ( x )  функдиясы 
/^(х,^) ядросының меншікті функциялары {(pt (х)} жүйесі бойынша катарға 
жіктелуі қажет, яғни

f ( x )  = £ ( f , i p i)<pl(x).
і і

Міне, осы шарт орындалса, (101) тендеуінің шешімін

(р(х) = ^с,(р,(х)
і=1

түрінде іздеуге болады, мұндағы, с,-белгісіз түрақты шамалар. Соңғы катар-ды
с

(101) тендеуіне қойып, оны алдыңғы қатармен салыстырсак, -у-= (/,#> ) ,  яғни
л,

С, =  Л  ( / > , • ) ,  7 - 1,2,....
Теорема (Пикар). Тұйық симметриялык K(x,s)  ядролы

JK(x.s)^(s)ds = f(x) ( 101)

1-текті интегралдық теңдеуінің L2[a,/)j класында жалғыз шешімі бар болуы
үшін

ХЛ2/*2k I

қатарының жинақты болуы қажетті де жеткілікті. Мұндағы f k =(f ,(pk), 
f ( x ) e L 2[a,b\ ал Л* сандары K(x,s)  ядросының меншікті мондері, <рА(х)~  оларға 
сойкес меншікті функциялары.

Дәлелдеуі. Қажеттілігі: (101) теқдеуінің (р{х) е L2[a,b] да шешімі бар деп 
үйғарайық. Онда,

һ Ь ( һ  л

fk = \ f(x)<Pk (* №  = J j f  К(Д£Г, s)<p(s)ds W  (x)dx =
a a  J

h ( b  Л J ft
= N J K(*, s)<pk {x)dx ^ ( 5)^5 = —  f (p{s)(pk (s)ds.

a U J

Бұл теңдікті
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\(p{s)(pk(s)ds = Akf k {к = 1,2,...) (102)

түрінде жазамыз. Бұдан Akf k сандардың ср(х) е L, \а,һ\ функциясы үшін Фурье 
қатарының коәффициенттері екенін көреміз. Бессель теңсіздігі бойынша

І Л 2Л 2 <\(p2(x)dx,
к - - \  а

демек, қатар жинақты.
Жеткіліктілігі: керісінше, қатар жинақты болсын, онда Фишер-Рисс теоре- 

масы бойынша жалғыз ғана (р(х) е L2[a,b\ функциясы табылады, ол үшін {(рк{х))
жүйесі бойынша Akf k Фурье коэффициенттері болады, яғни (102) теңдігі орынды. 
Ал f ( x ) e L 2[a,b] функциясы қатарға

00

/ ( * )  = £ /> „ ( * )
П-  1

түрінде жіктеледі.
Екінші жағынан (102) теңдігін ескерсек,

b оо /  b \

/ K(x,s)<p(s)ds = Ц  \K{x,s)(p{s)ds,(pn{x) )(рп(х ) =n I \  a
/ һ

= Ц  \(p{s)\K{x,sypn(x)dxds) b  (*) =
п = \ \а

= £ — [\<f^s)<pn{s)dsXpH(x) = I /> „ (* ) .
n 1A V« / /7 = 1

Олай болса, соңғы екі теңдіктерден

f ( x )  = jK(x,s)(p(s)ds,

яғни (р{х) функцясы (102) тендеуін қанағаттандырады жэне оның шешімі болады. 
Егер K(x,s)  ядросы түйық болмаса, онда (101) теңдеуінің шешімі көп

болады. со(х)*0  жоне \ K(x,s)co(s)ds = 0 болсын. Ол кезде, егер (р0 (х) функциясы
а

(101) теңдеуінің шешімі болса, онда (р()(х) + ссо{х) функциясы да ол теңдеудің 
шешімі болады (мұндағы, с-тұрақты  шама). АГ(л:,^)-ерек-шеленген ядро болса, 
ол гүйық емес, сондықтан (101) теңдеуінің шешімі ақырсыз көп тұрақты шама- 
ларға байланысты болады. Ал (101) теңцеуінің шешімі бар жэне ол жалғыз болуы 
үтітін f£(x,s^ ядросының түиық болуы өте маңызды.
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Фредгольмнің кейбір І-текті теңцеулерін шешу үшін біртіндеп жуықтау 
әдісін қолдануға болады.

Теорема. (101) тендеуінің ядросы K(x,s) е L2[a,b] симметриялык және оң 
болып, ол теңдеу бір мэнді шешілсін. Сонда

<РАх) = <Р«Лх) + Ц f ( x ) - \K ( x , s ) ( p n_i(x)ds dx (ЮЗ)

рекурренттік формуласымен анықталатын {<рп{х)) тізбегі (101) тендеуінің шеші- 
міне орташа жинақты болады, мұндағы, ) е Я саны 0 < Я < 2Я-, шартты
қанағаттандырады, ал Я, -  K(x,s)  ядросыныңең кіші меншікті моні.

Дәлелдеуі. (103) тендігіне (рп(х) = (р{х) + у/п (х) деп алсақ,

һ
( * )  =  W„ , ( * )  -  ЯI К(х, s)i//n] ( s)ds

и

өрнегін аламыз. Мұның екі жағында AT(x,s) ядросының меншікті функциялары 
уXх)-ке көбейтіп, хбойынша а -дан /?-ғадейін интегралдасак,

а \ п) = а\ > -  Л) V. (хІ ) К (х ,  s)y/n , (s)ds dx,

мұнда

а -п) =\y/n{x)vt{x)dx.

Енді K(x,s)  ядросы симметриялық ядро екенін ескеріп және

v, (*) = AJ К(х, j ) v (s)ds

тендігін паидаланып,

|у , (х )||А:(х ,5 )^ я ,(A:)<afe|c/v = ~ а \ п n

өрнегін аламыз. Сонымен

я II [ i - A ] я 3 II [ , - A ]
1

Мынадай
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интегралды қарастырайық. {v,(x)} жүйенің толықтығын ескерсек,

\ ¥ l ( x )dx -  ү[а\п)̂  (Парсеваль теңдігі)
<1 і --1

немесе
( л \

\V 2n{x)dx = ±
і і

A
V K j
l -

2 п

(я'"’)1 (/1 = 1,2,...)

ал 0 < Я < 2Я2 теңсіздігінен 

табылып, п> N (s)  болғанда

( ~ \
1- Я

к ,
< 1 . Сондықтан £ > 0 үшін тҮ = yV(<?) нөмірі

<

болады. Демек,

J (х) -  <д(х)]2 dx = J у/] {x)dx < s ,

яғни ^ ( jc) | тізбегі интегралдық теңдеудің шешімі ^(х) функциясына орташа 

жинақты.
Мысалы. Біртекті интегралдық

(р( х) =  Я {(бх/3 +  4 x2t +  3 xt\p(t)dt

теңдеуінің меншікті мэндері мен меншікті функцияларын табайық.
Шешуі. Тендеуді басқаша жазайық:

(р(х) = 5Ax\d(p{t)dt +  я ( 4 х 2 +  3  x)\Up(t)dt,
і -і

одан кейін
с, = \d(p(t)dt, с2 = \t(p{t)dt

-і -і

деп белгілесек, берілген тендеуді: (р{х) = 5Яс,х + Я£2(4х2 + 3х). деп жазамыз. Бұл 
өрнектің екі жағында х 3 пен х-ке көбейтіп, хбойынша — 1-ден +1-ге дейін инте- 
гралдап,

1 6с, = j x  <p(x)dx = 2ctA + Ac2- ,
-і " 5
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1 2 6 
C 2 = \ x(p{x)dx = 5Act — + Яс2-

-• 3 3

немесе с, мен с2-ні анықтайтын 5с, (1 -  2Я) -  6Лс2 =0, -1 0 Яс, + 3(1-2Я)с2 = 0  
теңцеулер жүйесін аламыз. Бұл жүйенің нөлдік емес шешімі бар болуы үшін

5(1 —2Я) —6Я 
-10Я 3(1-2Л)~  ’

яғни Я = — болуы керек. Міне бұл Я = — саны жоғарыдағы теңдеудің ядросыньщ 
4 4

меншікті мэні, ал меншікті функцияны табу үшін жүйеге Я-ның мэнін қойып, 
с, =0,6с2 екенін табамыз. Бұл с,-ді пайдаланып, (р(х) = с2(\,5х + х 2) берілген тең- 
деу ядросының меншікті функциясы екенін анықтаймыз. Егер соңғы теңдікке 
с2 = 1 деп мэнін қойсақ, онда меншікті функция ^(х) = х 2 + 1,5х болады.

§6.4. Ядросы симметриялық емес І-текті интегралдық теңдеулер

Симметриялықемес H (x ,s )e L 2[a,b\ ядросы

- 1
H(x,s) = ^-<pi(x)i//i(s)

' = ' Я
һ

бисызықгы қатарына жіктелсін. Онда J H{x,s)cp(s)ds = 0 интегралдық теңдеуінің
a

шешімдері барлық (рк(х) функцияларына ортогональ функциялар болады. Міне, 
бұдан Шмидт ядросы тұйық болса, тендеудің тек нөлдік шешімі ғана бар бола- 
тыны және егер ядро тұйық болмаса, онда ол теңдеудің ақырлы немесе санақгы 
жиынды, сызықты тәуелсіз нөлге тең емес шешімдері бар болатыны шығады. 

Теорема. Біртекті емес

\H(x,s)<p(s)cls = f ( x )
a

(104)

теңдеуінің L2[a,b\ класында шешілуі үшін бұл теңдеудегі бос мүше f ( x )  Шмидт- 
тің К {(x,s) ядросының меншікті функциялары (рк{х) арқылы

f (x )  = i f k(pk(x)
к=і

орташа жинақгы қатарына жіктелуі жоне

Ы / 2

(105)

(106)
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қатарының жинақты болуы кажетті де, жеткілікті. Осы шарттар орындалған кезде 
(104) теңдеуінің шешімі

(р{х) = (р , { х )+ і \ (р ку/к{х)к = I

түрінде өрнектеледі, мұндағы, (р0(х) -  жоғардағы (103) теңдеуінің кез келген 
шешімі.

Дәлелдеуі. Егер (104) тендеуінің шешімі ф(х) е L2[a,b\ болса, онда 
/ ( х )  g  L2[a,b\. Сондықтан Шмидт теоремасы бойынша f ( x ) e L 2[a,b\ функциясы 
(105) қатарына жіктеледі. Бессель теңсіздігі бойынша (106) қатары жинақты бола- 
ды жоне керісінше, егер (106) қатары жинақты болса, онда Рисс-Фишер теоремасы 
бойынша (р(х) е  L2[a,b\ функциясы табылып жэне Лк/ к Фурье коэффициенттері 
болады, яғни

00

(р{х) = ^ л к(рку/к (х) 
* = 1

тендігі орынды. Бұл тендікпен анықталған (р{х) функциясы (104) тендеуін қана- 
ғаттандыратынын оңай тексеріп көруге болады.

§6.5. Фредгольмнің 1-текті қисынсыз интегралдық тендеуі

1. Қисынсыз қойылған есеп туралы үғым. Aq> = f  теңдеуінің А жоне /  
белгілі болған жағдайдағы (р шешуін табу есебін карастырайык. Есепті қисынды 
немесе қисынсыз қою жағдайларын да қарастырайық. Бірінші рет бұл ұғымдарды 
Жак Адамар енгізді.

(р мен /  функцияларды метрикалық Ф жэне Ғ  кеңістіктерінің элементтері 
болып, оларда сойкес р ф{(р^(р2) жэне р ғ ( / , / 2) түріндегі метрикаларды аныкта- 
лсын. Әдетте, метрика ұғымы есептің қойылуына байланысты анықталады.

(р = R ( j ) түрінде теңдеудің шешімі ұғымы анықталсын.
Егер \/е >0 санына сойкес ^ (^ )> 0  саны табылып, p F{ f ^ f 2)< S(s )  теңсіз- 

дігінен р ф{ф^(р2) < е  болса, онда <р орнықты шешім делінеді, мұндағы, / , / 2 е Ғ , 
ал ^ 1(х) = /?І( / ) е Ф , ^ 2(х) = ^ ( / 2) е Ф .

Егер (Ф ,/7) кос метрикалық кеңістікте: 1) V / е Ғ  үшін оның шешімі среФ
бар болса; 2) шешім жалғыз, бірмонді анықталса; 3) шешім үшін орнықгылық 
шарттары орындалса, онда А(р = f  есебі қисынды қойылған есеп деп аталады. 
Бұл шарттардың кемінде біреуін қанағаттандырмайтын есептер қисынсыз есептер 
деп аталады. Бүл қисынсыз қойылған есеп ұғым тек (Ғ ,ф ) қос метрикалық кеңіс- 
тік үшін орынды, себебі басқа кеңістікте бұл есеп қисынды қойылған болуы 
мүмкін.
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Мысал үшін \a,b] кесіндісінде берілген / ( х )  функциясының туындысы 
болатын q>{x) функциясын анықтау моселесін алуға болады:

<Р = dx

f\{x)  ф у Н К Ц И Я С Ы Н Ы Ң  туындысы ( р \ х ) болсын. f 2{x) = f \{x)+  /VsinftK функ- 
циясы С метрикасында /,(х ) функциясынан p c( f \ , f 2) - \N \  шамамен айырмашы-

лықта болады, мұндағы, со кез келген аз шама. Бірақ (р2(х) = —-  туындысы С
dx

метрикасы бойынша ^(х )-тен  p{(p^(p2) - \ N a \  айырмашылыкта болады және ол 

айырманы \(Ц параметрінің жеткілікті мөлшердегі үлкен мэні үшін үлкен етуге 
болады.

Демек, шешімнің орнықтылық шарттары орындалмай жатыр.
Егер j \ (х) мен / 2(х) функциясының арақашыктығы С' метрикасымен,

яғни р , ( / , / 2)= m a x isu p |/(x )-/2(x)|,sup/ (х) - / 2 (хН немесе
I М  M] U

p X f , J i ) =  s u p l /M - y U * }
x e [ a , b ]

+ fx (X) - f 2  (XJ

формуласымен, ал <p,(x) пен функциясының арақашыктығы С метрика­
сымен берілсе, онда бұл қашықтықтар өзара р с(щ,(р2 А  ( / • / : )  қатынасында

і г  I /

болады, мұндағы, ^,(х) = — , (р2{х) = — демек, / е С '  функциясының аз өзгеруі
dx ‘  dx

(р g С функциясын аз өзгертеді, яғни қарастырылып жатқан есеп орнықты.
Енді Фредгольмнің 2-текті

ь
(р(х) = / ( х )  + Я j  К  (х, Л' )ds + / ( х )  (107)

тендеуін қарастырайық. Мұның ядросы K(x,s) үзіліссіз функция, ал Я ол ядроның 
меншікті моні болмасын. Онда (107) тендеуінің жалғыз ғана шешімі болады, ол:

һ
(р{х) = / ( * )  + я \  R(x, s;A)f(s)ds

a

түрінде жазылады. Мұндағы, Д(х,я;Я)- үзіліссіз функция. Міне, осы тұжырым- 
дардан бұл тендеуді шешу есебі орныкты, яғни / ( х ) -  функциясының аз өзгеруіне 
ср{х) функциясының да аз өзгеруі сэйкес келеді. Сонымен (107) есебі қисынды 
қойылған.
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2. Фредгольмнің 1-текті тендеуі қисынсыз есеп. Бірінші текті Фредгольм 
теңдеуін

J K(x,s)<p(s)ds = / ( х )
a

(108)

қарастырайық. Мұндағы, K(x,s)  ядросы үзіліссіз жэне дифференциалда-натын 
болсын. (108) теңдеуі шешімінің орнықтылық мэселесімен шүгыл-данайық.

Жаңа і//(х) = ср(х)+cos сих функциясын енгізейік, мұнда со параметр. Бүл 
функцияны (108) тендеуіндегі ср(х) пен ауыстырсақ,

һ
J К (х, s)|y/(s) -  cos cos\ds = /(x ).

Бұдан

немесе

b b

^ K ( x ts)i//(s)ds = / ( x )  + J ̂ (x ,^ ) cos cosds = / ( x )  + g(x)
a a

^K(x,s)y/(s)ds  = /(x)+AT(x,5)
sin

CO
h - \ K [ ( x , s )— ds
a CO

C
Эрине, s u p |/(x )-g (x ) | < — мұнда, C - c o -  ға байланыссыз тұрақты шама.

£

Сондықтан со жеткілікті дәрежеде үлкен болса, p r ( / , g )  = su p |/(x )-g (x ) | өте аз
[«.*]

шама болады. Екінші жағынан, р с \<р,у/) -  sup|cos&a:| = 1, яғни бұл шама өте аз
емес, міне, осы екі нәтиже (108) интегралдық теңдеуінің қисынсыздығын көрсе- 
теді, яғни оның шешімі орнықты болмайды.

2. Фредгольмнің 1-текті теңдеуі қисынсыз есеп. Бірінші текті Фредгольм 
тендеуін

ь
I К  (х, .v )cp(s )ds = f ( x )  (108)

қарастырайық. Мұндағы K (x,s) ядросы үзіліссіз жоне дифференциалданатын 
болсын. (108) тендеуі шешімінің орнықтылық мәселесімен шұғылданайық.

Жаңа у/(х) = ср(х)+cos аж функциясын енгізейік, мұнда со параметр. Бұл
функцияны (108) тендеуіндегі ср(х) пен ауыстырсақ,

ь
J АГ(х, 5^ ( 5) - cos = /(х ).
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Бұдан

b Ь

J /С(х, 5)^(5 )ds = f ( x )  + JAT(x,5 )cos6« = / ( x )+ g (x )
«  Cl

немесе

\K{x,s)^/(s)ds = /(.x) + A^(x,s)————
со

b

a
sintfjs

CO
ds.

Q
Эрине, su p |/(x )-  g(x)| < — мұнда С-со-ға байланыссыз тұракты шама.

со
Сондықтан со жеткілікті дэрежеде үлкен болса, p c( f , g )  = su p |/(x )-g (x ) | өте 33

[“М
шама болады. Екінші жағынан р  (<р,і//) = sup|cos<yx| = 1, яғни бұл шама өте аз
емес, міне осы екі нәтиже (108) интегралдық теңдеуінің қисынсыздығын көрсетеді, 
яғни оның шешімі орнықты болмайды.

3. Меншікті мәндер мен меншікті функциялардың экстремальдық 
қасиеттері. Гильберт-Шмидт теоремасы бойынша, кез келген /г(х) g L2 [a, b] үшін

Kh = \K(x,s)h(s)ds = Х ~ Н х ) = Х  \ k (*)
a n — I Лп n = 1

тендігі орынды, мұндағы, K ( x , s ) e  L2(a,b) ал Я,-дер оның меншікті мэндері. Бұл 
тендіктің оң жағында тұрған қатар орташа жинақгы болғандықтан, оны һ(х)-ке 
скаляр көбейтуге болады, яғни

һ
(к а , а) = х  -г <р. , һ = Z t l («’. ' a ) = S

М
пО Я п 1 П- I я

K(x,s)  ядросының меншікті мэндері Яп сандары абсолют шамаларының өсу 
ретімен орналассын, яғни |Я,| < \Я2\ < ••• болсын, ал А, абсолют шамасы бойынша 
ең кішісі дейік. Онда соңғы теңдіктен

± \ М

Егер бұл теңсіздікке Бессель теңсіздігін

Ъ(һ,<рУ < \ һ г(х)<іх = ||А||2
п I а

пайдалансақ, онда 
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\(КҺ,Һ}<

қатысы шығады.
Ал һ(х) функциясы бірінші меншікті функция ^(х )-ке  тең болса, онда осы 

теңсіздік тепе-тендікке айналады. Расында, һ{х) = (рх{х) болса, онда ф (х) = Ж щ  
тепе-тендігінен

]_

л

өрнегін аламыз. Сонымен мынадай тұжырымды дэлелдедік.
Теорема. Нормаланған функциялар жиынында (Кһ,һ) скаляр шамасы өзі-

нің ең жоғарғы шамасына ие, ол :—- -ге тең ал максимум мәніне һ(х) = срх (х)\ч
болғанда жетеді.

Енді K[x,s)  ядросының меншікті функциялары (р{(х),ф2(х\---,(рт ,(х) орто- 
гонал болатын нормаланған функциялар жиынын қарастырайық, яғни 
||/?(х| = 1, (һ, (рх) = (һ, (р2) = • • • = (һ , фтЛ) = 0 болсын. Онда берілген тендіктен

(к<р^<Рх\
Һ

л,

КА = У

теңдігін аламыз. Бұл өрнекке жоғарыдағы түрлендірулерді қайталасақ,

( к м ) < Һ

I

і
һ = <рЛ х)

қатынасын аламыз. Сондықтан мына теорема орынды.
Теорема. Нормаланған функциялар жиынында ортогонал 

ф](х),(р2(х),---,(рт ,(х) функциялар жиыны үшін (Кһ,һ)  шамасы өзінің ең үлкен

моніне ие болады, ол г~т "ге тей> ^  һ(х) = (рт(х) болғанда максимум мәніне
К -1

жетеді.
• Ескерту. Симметриялық интегралдық теңдеулердің меншікті мэндері мен 

меншікті функцияларын варияциялық эдістерді пайдаланып табу, здетте, осы 
теоремаларға негізделген.
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7. И Н ТЕГРАЛДЫ Қ ТҮ РЛ ЕН ДІРУЛ ЕР  
М ЕН ТЕНДЕУЛЕР

Математикалық физиканың көптеген есептерін шешу мәселесі арнайы ядро- 
лы интегралдық теңдеулерді шешуге алып келеді. Бұндай тендеулерді интеграл- 
дық түрлендірулер эдістерімен шешу ыңғайлы. f(x) функциясы шектелген немесе 
шектелмеген (а,Ь) облысында анықталған болсын. f(x) функциясын интегралдық 
түрлендіру деп

өрнегін айтамыз, мұнда белгілі K(x,t) функциясы түрлендірудің ядросы делінеді, 
ол әрбір түрлендіру үшін эртүрлі болады.

Практикалық есептерде Фурье, Лаплас, Меллин, Бессель түрлендірулері 
қолданылады. Бұл түрлендірулерге арналған толып жатқан ғылыми мақалалар 
жэне оқулық әдебиеттер бар. Біз бұл тарауда ол түрлендірулердің тек интегралдық 
тендеулерді шешу үшін қажеттілерін ғана келтіреміз.

1. Фурьенің интегралдық түрлендіруі түсінігі. Белгілі функция / ( х ) е  
е  L, ( - oo,+go) жэне кез келген шенелген кесіндіде Дирихле шартын қанағатган- 
дырса, онда математикалық анализ курсінде

формуласының орынды екенін дәлелдейді. Егер f(x) үзіліссіз функция болса, онда 
/ ( х  + 0) + / ( х - 0 )  = 2 / (х ) .  (109) теңдігін Фурьенің интегралдық формуласы, ал 
оныц оц жагын Фурье интегралы деп айтады.

(109) формуласын комплекс айнымалы үшін

ь
f ( t )  = \ K ( x , t ) f ( x ) d x

§7.1. Фурье түрлендіруі және оның интегралдық 
теңдеулерге қолдану

-  [ / ( *  + 0) + / ( х  -  0)] = -  J dt J / ( £ )  cos t(x -  %)d%
2 7Г о J»

(109)

1
(110)

түрінде жазуга болады. (110) теңдігін мына екі өрнек
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/ ( ' )  = - Д =  ] f ( 4 ) e  "’d t ,  f ( x )  = - j L ] A t ) e “Jt
yj 2.7Г , V 2тг -оо

түрінде жазуға болады, бұл өрнектерді Фурьенің интегралдык түрлендірулері деп 
айтады. Мұндағы соңғы интегралды Коши бойынша интегралдың бас моні мағы- 
насында қабылдаймыз. Бірінші теңдікті функцияны тура түрлендіру, ал екінші 
тендікті кері түрлендіру деп айтады.

(109) интегралдық формуласынан Фурьенің синус жэне косинус түрлен- 
дірулерін алуға болады:

а) Егер (—оо,+оо) арапығында f(x) тақ функция болса, онда тақ функциядан 
( - ° о , + о о )  аралығы бойынша алынған интегралдың нөлге айналатынын ескерсек,

J  ОГ. ао

f ( x )  = — \ d t \  / ’(^)[cos xt cos + sin txsin =
n  о L

CO 'Г,

= — j  dt J f  (£) sin tx sin t% d%.
Я  a о

Бұдан

деп белгілеп,

\ m
0

/ ( * ) J / f (f)sin txdt

өрнегін шығарамыз. Бұл формулаларды сэйкес түрде Фурьенің тура жэне кері 
синус түрлендірулері деп атайды;

э) Егер f(x) функция (-оо,+оо) аралығында жұп болса, жоғарыдағыдай 

жолмен
~ V f  ®

f . ( t )  = h f A 4 ) c o

деп белгілеп,

f i x )  = (t) cos txdt

түріндегі Фурьенің косинус түрлендіруін аламыз.
2. Фурье түрлендіруінің кейбір қасиеттері. Ыңғайлы болуы үшін Фурьенің

f(x) функциясын тура түрлендіруді F[f], ал кері түрлендіруді Ғ " '[ / ]  символ- 

дармен белгілейік.

121



1) Егер / (х) g L, (—оо,+оо) болса, онда

F ' [ F [ f ] ]  = F [ F ' [ f ] \  = f (111)

(111) формуласы (110) тендігінің басқаша жазылған түрі.
2) L, жиында F және Ғ  1 түрлендірулері өзара бірмәнді түрлендірулер, яғни

Дәлелдеуі. Егер /  = / 2 болса, о н д а / —/ 2 = 0 . Бүдан - / 2] = 0 F түрлен- 
діруінің сызықты болуына байланысты Ғ [ /  -  / 2 ] = ] -  F [ f 2 ] немесе
F[f\  ] = F [ f 2 ]. Керісінше, егер F [ f ]\ = F [ f 2] болса, онда Ғ  ' түрлендіруді қол- 
данып, F  1 [F[j\ ] -  F \ f 2]\ = 0 немесе F  1 [F [ f t ]] = F  1 [F[f2 ]] өрнегін аламыз. 
Одан кейін бұл соңғы тендікке (111) формуласын пайдалансақ, f x= f 2 екені 
шығады.

3) Егер f { x )  е  L, (—оо,+оо) болса, онда F[ f ]  функциясы барлык сандық осьте 
шектелген жэне бірқалыпты үзіліссіз. Бұл тұжырымның дұрыстығы

теңсіздігінен көрінеді.
Мына төмендегі қасиеттер интегралдық тендеулерді шешуде көп қолданы- 

лады.
4) f ( x )  жэне f 2(x) функциялары (-оо,+оо) аралығында шектелген, үзіліссіз 

жэне абсолютті интегралданатын болсын. Сонда

Оны / |( х )  пен / 2(х) функциялардың үйысуы деп атайды. Үйысу опера- 
циясы үшін төмендегі қасиеттердің орынды екенін оңай көруге болады.

а) Егер / | (х) пен / 2 (х) функциялары (_оо,+оо) аралығында шектелген, үзі- 
ліссіз жоне абсолютті интегралданатын болса, онда /  * / 2 сол аралыкта шектел­
ген , үзіліссіз жэне абсолютті интегралданатын болады.

о) Функциялардың үйысу операциясы коммутативті жэне ассоциативті. 
а) қасиеті бойынша /  * / 2 өрнегін Фурье түрлендіруін қолдануға болады:

/ = / 2 ^>Щ ] = Я / 2] (Ғ Ч] = Ғ 'Ш).

\пп\ =  - 4 =  ] т у -di;< Ғ  )\т)Щ
V 2п 2.П

( 112)

мұнда

( Н З )
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x-t-S
- іЛ і

= U  (* " £ ) * 'lAjcd j d {

= І М Ң - — \ Ш е - ’л d \e -4  di; = ] f 2(,)e-‘“dt,

Л * j f ,  ( ^ ) e ' 4 d£, = 4 b t F [ f t ] F [ / ; ].
- C O

5) f ( x ) , f  (x) g Lx(—oo,+ oo) болсы н, оны ң үстіне \x\ —>oo ж ағдай ы ңца 

f ( x ) , f ' ( x )  - >  0  ж ән е g ( x )  e  L x ( - oo,+ qo) делік . С онда

r f ' со

\ f { x ) g { x ) d x =  \ f ( t ) g { t ) d t  (114)
— OO ТС'

тендігі оры нды . Б ұл  өрнекті П арсевальд ің  күрделі теңдігі деп  атайды .

Д ә л ел д еу і. Б ер ілген  ш арттан  / ( х )  үш ін  / ( / )  ан ы қталады  ж эн е /  < С ( 1  +

+ / )  тең сізд іг і ш ы ғады .

/ ( x ) = ^ L J / ( < y v f
\  2̂Z" —со

өрнегін ің  ек і ж ағы н  g ( x )  ф ун кц и ясы н а көбейтіп , одан  кей ін  х бой ы н ш а -  оо -тен 

+ ооке дей ін  и н тегралдап ,

J  f { x ) g { x ) d x  = ~ ^ =  I  { /  ( t )e* dt]g{x)dx  =
—оо V  -ао

со [ 1 оо j оо

= I g i x ^ ' d x U t ^  \ f { t ) g { t ) d t
- 0 0   ̂ V — 0 0  J - 0 0

екенін , я ғн и  (114) ф о р м у л асы н ы ң  д ұ р ы сты ғы н  дәлелдей м із. (114) тен д ігін де 
/ ( х )  =  g ( x )  д е п  ұ й ғар ы п ,

оо оо

\ f 2{x)dx = \ f 2{ t ) d t ^ \ \ f \ L2 =  /

теп е -тең д ік тер ін  алам ы з.
3. Ф урьенің интегралды қ теқдеуі. Ф у р ьен ің  ө зара  қос тү р л ен д ір у ін ің  әр- 

б ір ін  со л  и н тегр ал  іш ін дегі ф у н к ц и ян ы ң  теқц еу і, ал  ек ін ш ісін  о н ы ң  ш еш ім і 
р ет ін д е  қ а р ау ға  бол ад ы . Б ұл  ж ағд ай д а  ж о ғар ы д а  тал қы л аған  Ф р ед го л ьм  тео р ем а- 
л ар ы  д ұ р ы с  б о л м ау ы  м үм кін . М ы сал ы  Ф у р ьен ің  коси н ус  тү р л ен д ір у ін  қарас- 

ты рай ы қ:
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f \ M  = J ^ f 0 /fe )co s  х Щ ,  f ( x )  = f  (^)cos х Щ .

Бұл өрнектерді бір-біріне қоссақ,

J\ М  + / М  = [/(%)] + / і fe)cosх£/£

тендігі шығады. Бұдан жоғарғы айтылған шарттарды қанағаттандыратын f(x) 
функциясын қалай алсақта (р(х) = / ( х )  + / ( х )  функциясы

ф )  = Л [ ^ ) с 08 Х ^ (115)

интегралдық тендеуінің Л = J — меншікті санына сэйкес меншікті функциясы
л

болады. Мэселен, /(х ) функциясын /(х )  = е т (а > 0) деп алсақ,

2 г _  . . .  2 «
/ ( * )  = л \ - \ е~ах =V 71 п к  а + х 1

І2
Демек, Я = — меншікті санына (115) интегралдық теңдеуінің

V 7Z

-  а х  . 2  (Xе н— 2 2 7Г «  + X

түріндегі а  > 0 параметрлеріне байланысты ақырсыз көп шешімдер жиыны сәйкес
[2 . .

келетіні шығады, яғни параметр Я = J — ранплі ақырлы сан емес.
V 2Г

1 -мысал. Жұқа иілгіш пластинканың тербелуі туралы есептің шешімі

4Ьх

интегралдық теңдеуге келеді, мұнда ^(х)-белгісіз функция, ал /(х)-белгіл і функ­

ция. Бұл Фредгольмнің 1-текті интегралдық теңдеуі. Бунда г  = г, х = ----- деп
4 bv

айнымалыларды ауыстырсақ, тендеу
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j ^ 1/f7L l = ,p f^ )sinvrrfr
\ 7 Г  V \ bv )  \  7 T Jo v 7

түріне келеді. Оған кері синус түрлендірудің формуласын қолданып,

V 7Г J0 V 71 v
2 1 /  М  .

Sin УШГ
v46v j

өрнегін аламыз. Енді бұдан бұрынғы айнымалыларға көшсек,

<РІ?) = -  £° “  sin f(x)dx
7 Г  J 0  v  Л .  Л  Vж Jo х 4 bx

жоғарыдағы теңдеудің шешімін анықтаймыз.
4. Ядро аргументтерінің айырымына байланысты Фредгольмнің инте- 

гралдық теңдеуі. Мынадай

<р(х) = л\ K(x — s)p(s)ds + f ( x )Ja (116)

ядро аргументгерінің айырымына байланысты интегралдық тендеуді қарасты- 
райық. AT(x,s),/(.х), <р(х)е L2{ - go, + go)  болсын. Қарастырып отырған (116) тенде- 
уінің екі жағына да жоғарыдағы (113) формул асы бойынша Фурье түрлендіруін
қолдансақ, <p(t) = Л^Ъг К(і)ф(і)  = /( /) ,б ұ д а н

K t )
1 -  ЛуіЪ гЩ

өрнегін аламыз. Егер 1 -  ЛлІІяK (t)  Ф 0 болса, онда (116) тендеуінің шешімін

= f (x )  + Л
у̂ — 00

/('У*
\ - Л 4 2 тгЩ

dt (117)

түрінде анықтаймыз. Егер 1 -  ЛлІ27гК(і) = 0 болса, онда (116) теңдеуінің жалпы 
жағдайда абсолютті интегралданатын шешімі жоқ болады.

Енді (117) өрнегінен

7(0
1 -  ЯлІЪгК(і)

- 7(0 tit
= 4у —<

7 ( і Щ
\ - x 4 i я к ( і ) '

atdt (11В)

теқцігі шығады.
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1 -  л4 2 л К{()

функциясын Фурьенің кері түрлендіруі R(x,A,) болсын. Сонда (118) өрнегінің оң 
жағы

V 2 ^ 7 (0 — \ 1
1-Ял/2л:А'(/)

/ ( * )  пен Я) функцияларының үйірткісі. Сондыктан (118) өрнегін

#?(х) = / ( х ) + я П  R(x -  s ,X)f(s)ds
J ОО (119)

түрінде, яғни (116) тендеуінің шешімі ретінде жазуға болады.

2-мысал. (р(х) = f ( x )  -  я £  | v теңдеуді шешу керек.

f ( t )  м е н ^ (0  функциялары сойкес түрде f ( x )  пен ср(х) функцияларының 

Фурье түрлендірулері болсын. АГ(х) = е~^ деп белгілеп,

Щ  = -±= Г eMe-i,xdx = £ =  f° ex{]-"]dx+  Г e~x{'+,,)dx = -^=[ -  

УІІ7Г ■''* у[Ъг]-™ Jo у[Ъг{\
1 ( - U -  1 '2 1

it \ + it) \ л  1 + r

екенін анықтаймыз. Бұл өрнектің екі жағына Фурье түрлендіруін қолдансақ,

£ ( * ) = 7 ( 0 + <р (*\\ 7Г 1 + t

ал бұдан

Демек,

^ ) = ^ Г  1 + г
у[2л  ^ 001 -  2Д + V

7 { t V x,dt ,

мұндағы,

1 -  2Я + / : 
1 + /2

= 1 - Я > / 2 ^ ^ ( / ) = 1 - 2
1 + V

Л < -j болған жағдайда 1 -  Лу[2яК(і) ф 0, V/ е ( -  qo, + qo). ,
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Жоғарыдағы өрнекті

<p(t) - f { t)
2/1

т Л О1 - 2 Л  + /

IX  t

I е
1- 2A+t

екенін еске алып, одан кейін үйірткі операциясын пайдалансақ, берілген тендеудің 
шешімін

түрінде анықтаймыз.
Енді жоғарыдағы (117) жэне (119) формулалары орынды болуы үшін функ- 

цияға қандай қажетті шарттар қою керек екенін көрсететін төмендегі тұжырымды 
долелдеусіз қабылдайық.

1-теорема. f ( x )  е L2(-  о о ,  о о ) ,  АГ(х) е Lt( -  о о ,о о )  және 1 - А ^ Щ * 0  Vf 
үшін шарттары орынды болсын. Сонда (117) формуласымен анықталған 
(р{х) е Ь2 ( -  о о , о о ) және (116) теңдеуінің жалғыз ғана шешімі бар болады. Бірақ 
L2 (— со, оо) кеңістігінде жатпайтын басқа шешімдері бар болуы мүмкін. Егер (116) 
тендеуінің екі шешімі бар болса, олардың айырымы

|Vl-2A

(р(х) = А Г K{x — s)p{s)ds
-оо

біртекті тендеуін қанағаттандырады. Бұл тендеудің шешімін (р{х) = еа' түрінде 
іздейік. Ол кезде тендеу

еш = Л f -  s )pasds ds
J-oo

түріне келеді. Бұған х  — s — t деп ауыстыру енгізсек,

яғни сс мына төмендегі тендеудің шешімі болу керек.

127



л  Г  к { і У “ сһ l .
J-oo

Эрине, егер біртекті теңдеудің нөлге тең емес шешімі бар болса, онда біртекті 
емес теңдеудің ақырсыз көп шешімі бар болады.

3 мысал. 2 мысалдағы біртекті емес тендеуге сэйкес

( р { х ) = л \  e ^ x s \(p(s)ds
J—<х>

біртекті тендеуін шешу моселесін қарастыралык.

е | е (г vl, x - 5  < 0

болғандықтан, теңдеуді

ср(х) -  л \  е  ^  S^(p(s)ds + Я f е^х s),(p{s)ds
J ОО J.r

түрінде жазуға болады. Бұны дифференциалдасақ:

<р'(х) = - Л Г  е - {‘ - W s V f c  + л Г e {’ -s)<p(s)ds,
J-дг J x

х оо

(р " { х ) -  Я J е (х S)(p{s)ds  + Я |e(t '

бұл өрнектерден <р"(х)-#/(х)+2Я<р(х) = 0 дифференциалдық теңдеуін аламыз. 
Бұл дифференциалдық теңдеудің шешімі

<р(х) = C,ex4V-2Я + С2е Wl 2Я, 1 -  2Я > 0 , 

х) = С, + С2х, Л > ^ ; ̂ >(х) = С, cos V2Я -  lx,l -  Я < 0 .

Сонымен, берілген біртекті интегралдық теңдеудің кез келген параметрінің 
монінде нөлге тең емес шешімі бар болады, яғни Л параметрінің кез келген мэні 
теңдеудің меншікті саны болады.

Фурье түрлендіруі І-текті интегралдық теңдеуді шешу үшін де қолданылады:

[ '  K(x,s)tp{s)ds = f ( x \  (120)
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Бұл тендеудегі функциялар Фурье түрлендіруінің шарттарын қанағаттан- 
дырады деп ұйғарып, теңдеудің екі жағына Фурье түрлендіруін қолдансақ,
у127ТK(t}p( t )= f ( t )  өрнегін аламыз. Бұдан

<р(<)= М
■І2яК(і)'

Енді бұған Фурьенің кері түрлендіруін қолдансақ,

<р(х) = —  Г

2-теорема. / ( х ) е  Е2( - о о ,о о ), ал А^(х)е L , ( - o o , o o )  болсын. ( 120) теңдеудің 
шешімі (р{х) е L2 ( -  оо , о о )  бар болуы үшін ол тендеудегі f { x )  пен К(х )

функциялары үшін \е  Е2(-оо,оо) болуы қажетті де жеткілікті.
/  Kyt)

4-мысал. г—= еч 1 <p(t)dt = е “*,а > 0 түріндегі І-текті интегралдық
V 2/г Jo

тендеуді шешу керек.

Шешуі. K(x, t)  = V 4 - . деп белгілеп,

K ( p j ) ' J"» д
1 - t 1 / 4 х  - р хе •е

Бұдан кейін “7= [  e r,A'ip{l)dt = -=<p[jpдемек, <р{х)= cos Vox , себебі
V ЛХ уIР

(p{t) = -^T + a
ч

г
2 1

5 мысал. I е 1 V 'V x  = ■ у ^ г  болғандықтан

[2 <р (л )
V п  1 + t 2

өрнегін аламыз. Бұған кері түрлендіруді қолдансақ,

d t .
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• Ескерту. Интегралдық теңдеулерді Фурье түрлендіруін пайдаланып шешу 
кезінде эртүрлі интегралды есептеуде қиыншылықтар кездеседі. Бүл интеграл- 
дарды белгілі арнайы түрлендірулер кестелерін пайдаланып шешкен дұрыс.

§7.2. Лаплас түрлендіруі және оны интегралдық 
тендеулерге қолдану

1. Лаплас түрлендіруі. Берілген нақты t аргументті / ( / )  функциясы-ның 
Лаплас түрлендіруі деп комплекс р  аргументті

F{p) = [ e  (121)

функдиясын айтамыз. Әрине теңдіктегі кез келген f i t ) функциясы үшін
анықтала бермейді. Сондықтан түрлендіруі орынды болатын функциялар класын 
келтірейік.

Нақты t аргументті / ( / )  функциясы: a) / ( f )  = О,/ > 0 ; э) t осінің кез келген 
шенелген интервалында интегралданатын функция; б) |/( /J  < M e {\ t  —> go шарт-

тарын қанағаттандыратын кез келген комплекс мәнді f ( t )  функциясын тұгінұска 
(түпнұсқа) деп айтады. Мұндағы, М, s0 оң тұрақты шамалар. Бұл теңсіздіктегі 50 - 
дің дэл төменгі мәнін / ( / )  функциясының өсу көрсеткіші деп айтады. ( 121) фор- 
муласымен өрнектелген комплекс аргументті Ғ(р)  функциясын / ( / )  тұпнұс- 
қаның кескіні (бейнесі) деп айтады.

Теорема. R e/?> s0 облысында (121) интегралы жинақты, оның үстіне, егер 
Re р > 5, > 50 болса, ол бірқалыпты жинақты жэне сол жартыжазықтықта аналити- 

калық функция болады.
Қолданбалы есептерде белгілі кескін Ғ(р)  бойынша тұпнұсқа функциясын 

табу керек болады.
1-теорема. Берілген Ғ(р)  функциясы Re р > s0 облысында нақты аргументті 

бөлікті -  тегіс / ( / )  функциясының кескіні болып жоне оның өсу көрсеткіші 
болсын. Сонда:

= ' erlF{p)dp,a > s0.

Бұл өрнекті лапластың Меллиннің кері түрлендіру формуласы деп айтады.
Дәлелдеуі. Көмекші (p(t) = е a >s0 функциясын қарастырайық. Фурье

интегралы бойынша оны

^  Г2 к  J-u0 J“co

түріне келтіреміз. Бұл теңдікте (p{t) = е~а'/ ( / )  ауыстыруын енгізіп,
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e'“f( t )  = ~ £  < /я £ e ^ f ^ Y ^ d S ,  =

= ^ - [  ел <ІЛ\'
2 *TC  ^-00  J —oo

тендігін аламыз; мұнда біз / < 0  жағдайында /( / )  = 0 екенін ескердік. а + іЯ = р 
деп белгілеп жоне ( 121) мен осы алынған өрнектерді пайдаланып,

—  Г * ғ ( р У л
2т а̂-,сл

екенін көрсетеміз. Теорема долелденді.
Енді комплекс р аргументті Ғ(р)  функциясы / ( / )  тұпнұсқаның кескіні 

болуы үшін кейбір жеткілікті шарттарды келтірейік.
2-теорема. Егер Ғ(р)  функциясы Re р  > s0 облысында аналитикалық, 

р —> 00 жағдайда Re р > a > s0 жартыжазықтығында argp бойынша бірқалыпты

нөлге ұмтылса жэне f F(p)dp интегралы абсолютті жинақты болса, онда ҒІр)
Ja—ioо х 4 7

функциясы

= F{p]ep,dp
2m Ja~,cc

функциясының кескіні болады
2. Лаплас түрлендіруінің кейбір қасиеттері. Келешекте ыңғайлы болуы 

үшін / ( / )  функциясының кескіні Ғ(р)  деген ұғымды / ( / ) =  Ғ(р)  деп белгілей- 
міз. Түрлендірудің қасиеттерін қарастырайық.

1° (Сызықтық). Егер / ( / )  мен g(t) түпнұсқа функциялар болса, онда эрқа-
шан тұрақты сс мен /? комплекс сандары үшін cf{t) + fig{t) = аҒ(р)  + /Ю(р)қа-
тысы орынды мұнда g(‘) = G(p).

Бұл өрнектің дұрыстығы ап-айқын.
2° (Үқсастық). f ( t )  тұпнұсқа болсын. Онда \ / а  тұрактысы үшін

f i a t ) = — Ғ  
a

' р ' қатысы орынды.

Расында,
ои

\ f ( a i ) e p'dt
СЮ

= j f ( T ) e ”" a
d r  1 
—  = F  
a  a

a t = z

v
Ka )

3° (Тұпнүсқаны дифференциалдау). Егер f ' ( t ) немесе f \ t )  функциялары, 
жадны жағдайда f [n)(t) функциясы түпнүсқа (түпнұсқа) болса, онда:
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немесе

/ W(')= р"Ғ(р)-р’-'Ао)-р"-2Г(о)-....-/"-'Щ (123)

Дәлелдеуі. Re p = s > s 0 болғанда lim /(/)e v' = 0  екенін ескерсек, бөліктепі̂ > 0
интегралдап,

f ' { t ) = p F { p ) - f ( o )  ( 122;

/ ' ( ' )  = £  Г ( ‘У Р‘\о + р [  f ( t  p F ( p ) - f ( 0

( 122) өрнегін аламыз.
Дол осы жолмен (123) өрнегі де долелденеді.

4° (Тұпнұсқаны иитегралдау). Егер / ( / )  түпнұска болса, онда £ /( r ) J r  

тұпнұсқа жоне

қатысы орынды.
Дәлелдеуі. g(t) = £ /(г ) іг  функциясының да тұпнұсқа екенін оңай байқаймыз, 

яғни g(t) функциясы а), э) жэне б) шарттарын қанағаттандырады. / '( / )  = Ғ ( р \  

S 0 )  = G ( р ) болсын. g\t) = f ( t ) тендігінен ғ(р) = pG(p)-g(o) = pG(p) . Бұдан

g(/) = G(p) = немесе f g{r)dr -  қатынасы шығады.
Р о Р

/ ( / )  және g(t ) тұпнұсқа функциялары үшін ұйысу операциясы орқашан 
орынды жэне

/  * g  =  J  f ( r ) g ( t  - T ) d r  = j / ( r ) g ( /  -  r ) d z .
-ao 0

5° (Кобейту теоремасы). Егер f { t )  = F (p ) , g(r) = G(p)  болса, онда 
олардың f  * g  ұйысу да тұпнұска болады жоне

f  *g -  Ғ(р) ■ G( p) . (124)
Дәлелдеуі. f ( r ) g ( t - r )  көбейтіндісі г аргументінің 0 < г < /  облысының 

сыртқы нүктелерінде нөлге тең. Ал f ( r ) g ( t  -  г) функциясынан алынған интеграл- 
дың мэні бар жэне а), о), б) шарттарын қанагаттандырады. Лаплас түрлендіруін 
қолданып,
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°o f t  )  CO T o o  'jIеP' \ \ f ( r ) g ( t - z ) d z \ d t  = \  f  {z ) \ \g{ t  -  z)e d t \ d r
0 l 0

uu oo

= j/(r)<? p,d z fg ( t , ) e  p,'dtx = G(p)F(p).

Кейбір интегралдық тендеулерді шешу кезінде мына төмендегі күрделі кө- 
бейту теоремасы пайдалы.

6° (Эфрос теоремасы). f ( t )  = Ғ(р)  болсын жэне аналитикалық функциялар 
G(p)  мен q(p)  мынадай байланыста G(p)e‘ч{р) +g(t,r) болсын, сонда

оо

F[q(p)]G(p) + \  f(r)g(t ,  v)dr

Дәлелдеуі. Лаплас түрлендіруін қолданып,

0 0  [ СО

I e~p> j  j  T)di jd t  = J / ( r ) | J  g(/, z)e-p,dt^d z =

00

= \ f ( T ) G ( p ) e - ’^ d r  = G(p)F[q(p)\
0

7° Бізге өсу көрсеткіштері s ] мен s2 болған / ( / ) ,  g(t)  тұпнүсқалары берілсін. 
Олардың көбейтіндісі де тұпнұсқа болады, оның үстіне

J  6 + 100

g(t) f  (t ) = —  J F(q)G(p -  q)dq, мұндағы b > s l , Reb > s 2 + b.
2 k  hJiaD

Дәлелдеуі. Эрине, егер / ( / )  мен g(t) гүпнұсқалары s, мен s2 өсу көрсеткіш- 
ті түпнұсқа болса, онда f { t )g{ t )  көбейтіндісі де көрсеткіші s  = s l + s 2 тұпнүсқа 
болады. Лаплас түрлендіруін қолданып,

00 00 Г 1 а+,'°° ]
j f ( O g ( t ) e ~ P'dt = jN—  J F(q)e4'dq \g(t)e-p'dt =
0 0 [ Z .7 T I  a -joo J

1 6 + 1 0 0  f 00 )  1 6 + /0 0

= —  J F ( q ) \ \ g ( t ) e - ^ )‘d t \ d q = = —  \ F ( q ) G ( p - q ) d q .
2 m hL  І0 J 2 m hi*>

3. Вольтерраның интегралдық тевдеуі. 1) Лапластың түрлендіруін
х

(р{ х) = Ц К ( х -  s)(p{s)ds + f ( x )
a

интегралдық тендеуіне қолданайық.
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К(х)  пен f ( x )  функциялары (x > 0) үзіліссіз функциялар жэне тұпнұскалар 
болсын. Егер АГ(лг)| < M xes'x, | / ( jc)| < М 2е гХ болса, онда тендеудің шешімі <р(х)- ті 

\(р{х)\< М ^ е ' \  53 >m ax{s,,s2} түрінде бағалау қиын емес. Демек, <р(х) функция- 
сы да тұпнұсқа.

(р{х) = ф{р), К(х)  = К(р) ,  f { x )  = Ғ(р )  болсын. Берілген тендеудің екі жағы- 
на да Лаплас түрлендіруін қолданып, оған (124) өрнегін пайдалансақ, ф(р) = 
ф(р) = Ак(р)ф(р) + Ғ(/?)тендеуін аламыз. Бүдан

Ф(Р) =
Ғ(р)

1 -  Ак(р)
(125)

Бұл өрнектегі ф(р) функциясы Re p  = s > s 2 жарты жазыктығында анали- 
тикалық болуы үшін (125)-тің бөлімінің R e p  > s 3 жартыжазықтығында түбірлері 
болмауы керек.

Лапластың (Меллинше кері түрлендіріп) тұпнұсқа табу формуласын 
пайдаланып,

1
1 ' Т  Ғ(р)

2т 5 ,, 1 -  Ак(р)
е р'dp, s > s }

функциясын анықтаймыз. (125) теңдігін

ф(р) - Ғ { р ) =  , Щ , - s Ғ ( р )
1 -  Ак(р) 1 -  Ак(р)

түрінде немесе ф(р) -  F (p )  + AR(p;A)F(p)  түрінде жазуға болады, мүндағы,

R(p;A) =
к(р)

І - А к ( р )

Егер R(p;A) = R(t;A) екені белгілі болса, онда берілген теңдеудің шешімін

(р{х) = f ( x )  + A J R(x  -  л-; A ) f  (s)ds
0

түрінде табамыз, мүндағы, R(x;A) теңдеу ядросының резольвентасы.
х

1 -мысал. (р{х) = cosx + 1 еНхч)(p(t)dt тендеуін шешу керек.
0

Шешуі. е ' = ------ болғандықтан, теңдеуге Лаплас түрлендіруін қолданып
р + \

134 /



p
ф{р) = +

p +9 p + 9 ФІР)

өрнегін аламыз. Бұдан

Ф(Р) = + 1
р 2 + 9  р 2 + 9

Соңғы өрнектен түпнұсқа тауып, интегралдық тендеудің шешімін

1 .
(о(х) = cos Зх + -  sin Зх 

3

түрінде анықтаимыз. 
1-текті

х

J К (х  -  s)(p(s)ds = / (х)

интегралдық тендеуін қарастырайық. бұған Лаплас түрлендіруін қолданып, 
К(р)ф(р) = Ғ ( р ) өрнегін аламыз. Бұдан

Ф(р) =
Ғ { Р )

К (р)

Егер АГ(0) *  0 болса, онда соңғы өрнекке Лапластың кері түрленуін қолда- 
нып, тендеудің шешімін

± J F ( p )
Г  2 m . L K (

түрінде табамыз.
j :

2-мысал. 1-текті х 4 = + 6xt - l t 2)(p{t)dt интегралдық теңдеудің шешімін
0

х
табайық. Ядро K(x , t )  = S ( x - t ) t - ( x - t ) 2. Сондықтан тендеуді x 4 = J ( x -

О

JC
x - t ) 2(p(t)dt + 8j ( x - t)t(p{t)dt түрінде жазып, одан кейін х(р(х) = ф*(р) екенін

ескеріп, соңғы тендеуден
4і з 8
4 = 4  -ф( р ) - — ф '(р )
р  р р

і— 4 / ч 4х С
өрнегін аламыз. Бұдан ф(р) = с \ ]р+  жэне (р(х) -  —  + —  түрінде теңдеудің

3 Р ‘

шешімін аламыз.
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2) Лаплас түрлендіруінің Вольтерра интегралдық теқдеулер жүйе-сіне 
қолданылуы.

%(*) = f Xх ) + к „ ( x - s ^ . ^ d s ,  і = 1,2,.
і 1 о

тендеулері жүйесін қарастырайық, мұндағы, А^(х)және f{x) функциялары үзіліс-
сіз тұпнұсқа функциялар. Берілген жүйенің екі жағына да Лаплас түрлендіруін 
қолданып,

Ф,(р) = ғХр) + ̂ Ү,кч{р)ф.{р\ і = һ2 ,...,п

жүйесін аламыз. Бұдан ф1(р),ф2(р),...,фп(р)  кескіндерін аныктап, содан кейін
оларға Лапластың кері түрлендіруін қолданып, берілген жүйенің шешімін табамыз.

3-мысал.
х

(Px(x) = f{x)+\(p2 {t)dt,
0
х

q>2 (* )= ^ ( х ) + f cos(x -  O^J (t)dt 
0

жүйенің шешімін табу керек.

Шешуі. 1-̂  —,c o s x - r—~ — болғандықтан жүйеге Лаплас түрлендіруін 
Р  Р  +1

қолданып, ф̂  (р ) -  Ғ ( р )  + —  ф2 (/?), ф, (р ) = G ( p )  + — ф (р), алгебралық
Р  ‘ Р + 1

теқдеулері жүйесін аламыз. Бұдан

Ф1(р ) = П р ) + - ғ (р ) + ғ ^ - 0 ( р ),
Р  Р

Фг ІР) = — Ғ ІР) + G(p)  + \  G(p)
Р Р'

екенін анықтаймыз. Бұл өрнектерге ұйысу операциясын қолданып, 

<рх ( х )  =  f ( x )  +  j (х -  t ) f ( t ) d t  + } g(x -  of 1 + *—  d t ,
о о V 2  j
X X

(Рг (*) = g(*) + j ( x  -  t ) g { t ) d t  + J f ( t ) d t

түрінде берілген жүйенің шешімін табамыз.
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3) Интегро-дифференциалдық теңдеуді шешу. Мына интегро-дифферен- 
циалдық

ср(п)(х) + а,ф(п ')(х) + ... + а пф(х) + ^  J К j( х - s V J)(s)ds = f(x) ( 126)
j=0 о

тендеуінің

^ О ) = % , q>\0) = = <Р, , 027)

шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу керек. Мүнпя К.  (х), / (х) функ-
циялары тұпнұсқа функциялар болсын, сонда тендеудің шешімі <р(х) -те тұпнұсқа 
болады.

<p(x)-s-Q>(p)if ( t )  + F(p) ,K i (x)-¥Ki (p) болсын (126) тендеуіне Лаплас 
түрлендіруін қолданып,

Ф ( р ) [ р ' + а іР- '  +... + an + Y j K / ( p ) p J] = F(p)
7=0

өрнегін аламыз, мұндағы, Ғ ( р )  белгілі функция. Соңғы тендеуден

Ф (Р) =
Ғ{р)

Р П + РР"~' +••• + «„ +1ЬК ;(Р)Р]
7=1

Бұл өрнекке Лапластың кері түрлендіру формуласын қолданып, (126) 
теңдеуінің (127) шарттарын қанағаттандыратын шешімін табамыз:

. . 1 а+Р F(p)er'dt<РМ = ~ 7 J ---------------------------- ;-----------
2 т р" +а,р"~' + -  + an+ ’£ dK /(p )p ‘

7=1

4-мысал. (р \х)  + J sin(x -  t)[<p”(t) + (p(t)]dt = 2 cos* теңдеуінің (p(Q) =
о

= (р\0) = 0 шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу керек.

Шешуі. sin;t + — 1— , cos x -■— -j—— болғандықтан тендеуге Лаплас түрлен- 
/ 7 + 1  р  +1

діруін қолдансақ,

р 2Ф(р)  + -~!— . [ р 2Ф(р)  + Ф(/>)]
Р +1

2/?
/ 7 2 + 1
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өрнегін аламыз. Бұдан Ф(/?) = ---- - — , яғни <p(x) = x sin x  берілген тендеудің
( Р 2 + О 2

берілген шарттарды қанағаттандыратын шешімі болады.
4) Әлсіз ерекшелігі бар ядролы Вольтерраның интегралдык теңдеуін 

шешу.

(р(х) = Л\
0

K {)( x ~ s )

(x - s ) a
<p{s)ds + / (х ) , О < а  < 1 (128)

тендеуін қарастырайық. Мұндағы, /С0(х ) ,/(х )  функциялары берілген тұпнұска

функциялар болсын: f (х) = +Ғ(р)  және К ()(х) + К {І(р).  Енді —  функциясының
х"

Лаплас түрлендіруін табайық:

/•

\ сіх =| рх  = / |= р а 'Г ( \ - а ) -

демек,

К  f r l  һ+һ0
- 4 ^  -  Г(1 -  a )  j K„(q){p -  <?)"-' dq = Н(р) ,

% Ь-ІОо

мұнда, b > 0 . Олай болса, (128) теңдеуіне Лаплас түрлендіруін колдансақ, 
Ф (р) = ЛН(р)Ф(р) + Ғ { р ) , бұдан

Ф (Р) =
П р )

1 - Л Н { р У

яғни

(р(х) = 1 J  Ғ(Р)  
2т ,, L 1 -  ЛН(р)

€ РХСІХ

берілген тендеудің шешімі болады.

5-мысал. (р(х) = Л\ ~--~-ds + / ( х )
о V х  -  S

тецдеуін қарастырайық.

' і  = 4 1
0

e ^ d t  

уГІ Р
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болғандықтан теңдеу Ф(/?) = Ғ(р)  + Л j—Ф (р)  түрінде жазылады, ал бұдан
1 Р

Л л
ф  (р) = Ғ(р )  + П р ) ,

1 - л 1 - л
Х Л " ( - у /2
п I р

Бұл өрнекке кері түрлендіру формуласын қолданып, тендеудің шешімін 
аламыз:

(р{х) = / ( х )  + J| R(x -  t) f  (,t)dt,

^{Лл[лх)"  
мұнда, R{x) = 2^----у------

я -1 хГ
п

6-мысал. Абельдің интегралдық

X

I
4>{t)

УІХ- t
d t  -  sinx

тендеуін шешу керек.

т і .  .  1 \Й  1Шешуі. sin х -■— -----
-Гх \ р  Р 2+ 1

болғандықтан берілген тендеуден

КФ(Р) = — — :> бұдан Ф(р) = - ^ -  2
р  р  +1 d n  р  +

1 f cost
7 *-7= ,  демек, (p{x) = — \ - = =  
1 yj p Лоу/ x - t

dt

1 } cos(x -  /)
немесе <p(x) = — ------7=---- dt.

n  I, V t

§7.3. Меллин түрлендіруі және оны қолдану

Қолданбалы есептерде жоғарыдағы Лаплас түрлендіруімен бірге екіжақты 
Лаплас түрлендіруі

00

F(p) (129)

қолданады, мұндағы, / ( / )  функциясы тендіктің оң жағындағы интеграл анықтала- 
тындай болып тандап алынады.
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e~*, / < 0

болса, бұл функциядан алынған Ғ ( р ) функциясы |Re/?| > а  облысында аналити-
калық функция болады. (129) формуласы мен анықталған Лапластың екіжақты 
түрлендіруі де жоғарыдағы Лапластың біржақты түрлендіруін-дегідей Меллиннің 
кері түрлендіру формуласымен

Мысалы, егер

Д О  ^

1 а+іоо
т  = —  j

ц - jco

(130)

тікелей байланысты.
Егер (129) бен (130) формулаларында р -ны - р - ғ а  /-ны т = е' функциясына 

ауыстырсақ, онда ол түрлендірулер

F ( - p )  = \ f (  Іпг)е ' һ'
0

СІТ 1
— , / ( 1пг) = —  
г 2л7

і  Т l

I  Ғ(-р)е P'nidp

түрінде жазылады. Бұлардан / ( l n r )  = g (r)  жэне Ғ ( —р) = G(p)  деп белгілесек,

G(p) = \ g ( t ) t p~'dt, (сj  + irj = p )
0

g(t)  = - Ц  J G(p)t  rdp,t  > 0
zm a- iq o

(131)

Меллин түрлендіруін аламыз.
1. Бұл түрлендіруді де Лаплас түрлендіруіндей төмендегі қасиеттерге ие 

болады:

1°. а р
2° t ag(t) + G(p + ay,

и + ІОО
3° f ( t ) g ( t ) +  \ F ( q ) G ( p - q ) d q . (132)

Мына төмендегі туындыны түрлендіру туралы теоремаға арнайы тоқталайық. 
4°. Егер lim /'' '# (/) = l im / ''1g( t ) = 0 болса, ондаI >0 I ->оо

g'(t) + - ( p - \ ) G ( p - \ ) .  (133)

Дәлелдеуі. Меллин түрлендіруін g(t) функциясының туындысына қолданып,
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s X ‘ ) * [ g ' ( t ) t , - ' d t  =  g ( t ) t ' - '
О

(p - l) J g ( r ) / ''-V ;
О

~ { p - \ ) G ( p - \ ) .

(133) формуласын қайталап (131) түрлендіруін кез келген жоғарғы ретті 
туынды үшін анықтауға болады. (132) жэне (133) өрнектерінен: 
егер t pg ( t )  |" = 0 болса,

tg'{t) + - p G { p ),

егер t p" g ' { t ) \ ;  =  t pg { t ) \ l = 0  болса,

* 2g ”( t )  + p (p  + \)G(p).

5°. Егер f ( t )  мен g(t ) функцияларының Меллин түрлендірулері сойкес түрде 
Ғ ( р )  мен G ( p ) болса, онда:

\ m g \ - \ ~ ^ F ( p ) G ( P). (134)

Дәлелдеуі. Меллин түрлендіруін қолданып,
аи / оо

I  j f ( T) g
Vo

t ^ d r ^
t p d t = t, =  ] ^ - d r I \ g { t x) t xP ' d t x

о Г
тр~'т = F(p)G(p).

2. Меллин түрлендіруінің қолданылулары. (134) формуласын

ip(t) = l\<p(T)K\^ Р  + Д / ) (135)

интегралдық тендеуді шешуге қолданады. (p{t), f( t) ,K{t) функциялары үшін Мел­
лин түрлендіруі орынды болсын, яғни (p(t) + Q>{p),f{t) + F(p ) ,K( t )  + K (p )  анық- 
талған болсын, мұндағы, Ғ ( р )  мен К ( р )  ортақ <т, < R e p  = cr<cr, облысында 
аналитикалық функциялар болсын. (135) теңдеуінің екі жағына Меллин түрлен- 
діруін қолдансақ, Ф(/?) = Ғ ( р )  + ЯК(р)Ф(р) ,  бұдан

демек,

Ф (Р) =
Ғ { р )

1 - Л К ( р )

o ( 0 = ± J J ^ P) , pdp
2 m aL \ - Z K ( p )

жоғарыдағы (135) теңдеуінің шешімі.
Мысал ретінде Фокстың интегралдық теңдеуін қарастырайық:
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(p(x) = / ( x )  + ^K{xj)(p(t)dt.  (136)
0

Бұл тендеудің екі жағында х р ' функциясына көбейтіп, одан кейін х  бойын- 
ша 0-ден со -ке кейін интегралдап,

J x p '<p(x)dx = J x p 1 / (x)dx + ^(p(t)dt^xp 'K(x, t )dx
О  0  0  0

тендігін аламыз. Бұған Меллин түрлендіруін қолдансақ,

Ф (p)  = F(p)  + K(p) \<p( t ) fd t .
о

Мұндағы, J t~p(p(t)dt = Ф(1 -  p)  болғандықтан, алдыңғы өрнекті
о

Ф(/?) = Ғ { р )  + Ф(1 -  р ) К ( р )  түрінде аламыз. Бұл теңдік р - ны 1 -  р - ғ а  ауыс- 
тырсақ, Ф(1 -  р )  = Ғ (  1 -  р )  +  Ф ( р ) К ( \  -  р ) . Соңғы өрнектерден

Ф (/>) =
Ғ ( р ) + Ғ ( \ - р ) К ( р )  

1 - К { р ) К { \ - р )
(137)

Енді (137) теңдігіне Меллиннің кері түрлендіру формуласын қолданып, (136) 
теңдеуінің шешімін анықтаймыз:

ф )  = —  Т  Ғ ( Р )  + Ғ(1 ~  Р ) К ( Р )  х  ' d p .
2 m , L  \ - К ( р ) К ( \ - р )

Мысал. (р(х) = / ( х )  + Л J — • J (p(t) cos xtdt интегралдық теңдеуін шешу керек.
V Я" о

Шешуі. cosx функциясының кескінін анықтайық.

К(р)  = Л cosxdx,

ол үшін
со І П

f e ,xx p ' dx  =  e ү Р Г ( р )  
о

формуласын қолданып, мұндағы нақты жэне жорамал бөліктерді өзара теңестіріп:

оо ■ -і 00

fx '"1 cosxdx = Ғ ( р ) cos— , \ х р-' sinxdfr = Ғ ( р )  sin —J 9 J о
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екенін анықтаймыз. Сондықтан
Ү  'г

К (р )  -  • \ х р 1 cosxdx = Яд/— ■ Г ( р ) cos— .
я- п V я- 2

Бұдан кейін /Хх)/Х1 -  х) = ------- екенін пайдалансақ,
sin^r

К(/7)К(1 -  р) = Д Д  ■ Д р )  c o s ^ - я Д .  Д 1  -  р) sin ̂  =
V я- 2 \ п  2

—  г (р) Д 1 -  /0  cos ̂  sin ̂  
я- 2 2

= Я2

Демек, (137) теңдігінен

ф(/>) = И/>)+ <̂і -  р)к(р)і |я| * і

екенін анықтаймыз. Бұдан

<р(х) =
1 СГ+Іао

2 т ( ] - Л 2) „
Ғ(р ) + Д 1  -  р)Л, -  ■ Ц р )  cos ̂

V п  2
х р dp —

1 СГ+Ісс 2  /  О  1 СГ+Ісо

f  Х~" F(p)dp + -  -  - - -  } х-"Г(р)Г(\-  p)cos^-cJp.
— /о о  1  At \ 7Z Іт a-к2тп(\ -  Я2) 

1
<7- іс с

<7 +  /00

Ал — ;------— \х~р F{p)dp  = / ( х ) ,  sf ( t ) d t  = Ғ ( \ - s) болғандықган
2я7'(1 — Я ) а-іоо 0

,  V / ( * )  12(р(х) = ------г +
Я

, . f ( x t y pF { p ) c o s ^ \  ] f ( t ) d t W
1-Д2 \л 2от(1-/і2) Л  2 U  1

Бұл жерде

1 а+іс° 7Ю
— : J (хі)~р Г ( р ) cos— dp = cosxt
2m (T—iao 2

екенін пайдалансақ, берілген теңдеудің шешімін

ф )= т З+ғ і ' & тсоіх‘
түрде анықтаймыз.
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8. И Н ТЕГРАЛДЫ Қ ТЕҢЦЕУЛЕРГЕ
ЕСЕПТЕР

§ 8.1. Интегралдық теңдеулерді топтастыру

Мы на
b

(р{х)  = 2.J K ( x , s ) ( p ( s ) d s  +  f ( x ) ,  a  <  x  < b (138)

өрнегі сызықтық интегралдық тендеу және (138) Фредгольмнің 2-текті интеграл- 
дық теңдеуі екені белгілі. Мұндағы <р(х) -  нақты айнымалы * аргументіне тәуелді 
белгісіз функция, ал f (x)  функциясы [a,b] кесіндісіндегі, АГ(х,а) функциясы 
D = {a < x,s  < b) төртбұрышында анықталған белгілі функциялар; /(х )  пен 
АГ(х,у)- интегралдық тендеулердің бос мүшесі мен өзегі, ал Л - параметр.

Фредгольмнің 1-текті интегралдық теңдеуінде белгісіз функция интегралдык 
мүшеде ғана қатынасады, яғни

\K(x,s)<p(s)ds = f { x l  (139)
U

Вольтерраның 2-текті интегралдық тендеуін

х
(p{x) = A j  К  (x, s)(p{s)ds + f  (x),

a

(140)

X

J K ( x , s ) < p ( s ) d s  =  f ( x ) (141)
а

Вольтерраның 1 -текті интегралдық теңдеуі деп белгілейік.
Мына интегралдық тендеулердің біртекті-біртекті емес, сызықтық-сызыкты 

емес жағдайларын жэне қандай топқа жататынын анықтаңыз.
і

0.1. (р{х) = ЛJ (х2 + xs)cp(s)ds + cos х.
0
1

0.2. q?(x) = (x2 + s(p{x))(p{s)ds + sin 2x.
о

0.3. (p(x) = /if(In — + 1п - ) ^ ( а)с/а + x 2.
о 5 X
3

0.4. (p{x) = A j  (x -  s)yj<p(s)ds.
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0.5. (p(x) = A J \lS(p{x) + x(p{s)\is -  2x.
I

2

0.6. (p{x) = A J \<p(x) cos 5 + s(p(s)\is + xe~x.

0.7. (p{x) = Aj 1 A
\ns + 2 In

l  y/S J
(p2 (s) +sx(p(s) ds.

0.8. (p(x) = A j x ^ s )  -  s)ds + —.
о 2

0.9. cp(x) = A jlx(<Js<p(s) - 1)2 + 2x ĵs(p{s) ds -  x.
i L

0.10. ^ (x2s-\)cp(s)ds = e 2x.
0

0.11. J (xs2(p(s)-  X2s)ds = ~ e2-

к

0.12. (p(x) = 2J cos(x -  s)(p{s)ds + x.
о
n
2

0.13.#>(x) = -3 js in (x  -  s)(p{s)ds.
о

j I . 2 2
0.14. f+^+f»(s)a!s = 2 x \

о x +1
X

0.15. Д ху^ х) -  2(p(s)\ls.
0

Бұдан былай жоғарғыдағы интегралдық теңдеулердегі берілген бос мүше 
/ ( х ) пен K(x,s )  -ті өзекті үзіліссіз немесе квадраттарымен интегралданатын
функциялар деп

] \ f (x) \2dx < +оо, (142)

һ һ
J J|A^(x ,5)| dxds < +оо, (143)

яғни / ( х ) ,  K (x , s )  е  L2[a,b] деп ұйғарамыз. (143) шартын қанағаттандыратын 
K ( x , s ) функциясын Фредгольм өзегі деп атайды.

Енді Фредгольм өзектеріне мысалдар келтірейік.
1 -мысал. К ( х , s) = xs ,a  < x , s < b , мұндағы, а , Ъ -ақырлы сандар.
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j  J x 2s 2dxds = ^ x 2dx^s2ds = - ( b 2 -  a 3)2.
и и a a  9

Егерде a,b сандарының ең болмағанда біреуі шексіз болса, онда жоғарғы 
тұжырым дұрыс болмайды.

2-мысал. K(x,s)  = 

Ендеше,

2 . 2 
X  +  S

, а = 0, b = 1 болсын.

і і

! ! ( І 2Н 2)2 2 о Jo (x2 + 5 2) 4

I

і
сЬс 'rd( х 2 + 1) 
х 2 х 2 +1

демек, бұл өзек Фредгольм өзегі болмайды, ал егер а = - 1, 6 = 1 болса, онда ол 
Фредгольм өзегі болады, себебі

XS 1 1 1 
-dxds = — f xdx (" 

( x2+ s 2)2 2 J, J,
d ( x 2 4 -  s 2) 
(x2 + s 2)2

яғни бұл жағдайда - Фредгольм өзегі.
х 2 + s 2

Төмендегі берілген функциялардың Фредгольм өзегі болатын немесе 
болмайтынын анықтаңыз.

ЕЕ
Е2.

ЕЗ.

Е4.

Е5.

Е6.

Е7.

Е8.

Е9.

1
у / х  +  S  

1
y / x - S

-  Sе
V х + 1

-Sе
у/х + 1

- \ , Ь  = 00.
- 0 , Ь  = 00.

,а  =1 ,Ь  = 2.

,а  = 1 ,Ь  = 2.

,а  = 0, b =оо.

,а  = 0, b = с < -і-оо. 

= Е b =оо.

х + cos s,

0, b =00

О < X , 5  <  — .
2
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1. 10. x + tgs, 0 < x, s  < —
2

1.11. sin xv, 0 < x, s  < —
2

Берілген функцияның интегралдық тендеуді қанағаттандыратынын көрсету. 
1-мысал. <р(х) = sin х функциясы

(р(х)

л

4 }  2
-I  cos(x -  s)(p(s)ds---- cosx

Л  о Л

Фердгольмнің 2-текті интегралдық тендеуінің шешімі болатынын анықтау 
керек.

Шешуі. Тендеуге (р(х) -  sinx функциясын қоямыз
л

4 }  . 2  2
(р{х) - — I cos(x -  ^)sin s d s ---- cosx <=> sin x =  cosx +

Л о Л 7Г

-\— Jfcosxcos^ + sinx sin s]sin.vc/v 
Л 0

2 4
sinx = ---- cosx + —

л  Л
1 Л .

—cosx H— sinx
2 4

16

<=> sinx = sin X .

2-мысал. [ (x + s)(p(s)ds = — x 2 теңдеуінің шешімі (p(x ) -y fx  екенін 
о 15

көрсетейік.
Расында да, белгісіз функцияның орнына у[х шешімін қойсақ

]6 ^
15

5  х

X2 = |(x  + 5)V5t/v 16
15

<t=> — х 2 = 2  ̂ 2
x — s 1  + —  S ‘

Л 16= — X".
15

2 \ Л
3-мысал. J cos(x +  s)(p{s)ds = -  cos x ----sin x тең деуінің шешімі (p(x) =

0 2 4
= s inx функциясы болады. Тексеріп көрейік:

J cos(x + s) sin sds = J (cosx cos ̂  - s i n x  sin s) sin sds =

cosx (  cos 2s

V
sinx

s s in2.v 
2 ~ 4

n
2 1 Л .

= — c o sx ---- sinx.
2 4

Берілген функциялар мына интегралдық тендеулердің шешімі болатынын 
анықтаңыз:
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1. ф(х)=

2. <р(х) =

3. <р(х) =

4. <р(х) =

5. (р(х)

6. <7?(х) =

7. <р(х) =

б | ——S-(p{s)ds + (7х — 1 6)jc2 +1, (р(х) ~ \ -  х 2.
о 5 + 1

X

J c tgs(p (s)ds , (р(х) =  s in  х.
о

' , 3 5  , 1
3| (1 -sx)(p(s)ds + х 2 + — х ---- , (р{х) = х 2 + —.

о 2  2  2

f г -  v 3
J — j^ x p {s )d s  -  х \  (р{х) = 6 х 2.
о Л/ S
* 1 ]f 7-----=<p(s)ds = /г, <р(х) =
о y / x - S

J x s i n  X(p(x)ds  =  —, #?(x) =  COSX.
о 2
3 I 3 r —

-  J ( x.v +  V x  )(p{s)ds  —  x ,  (p(x) =  v  x . 
2 о 5

z

8. #>(x) = J s in  x I n  -  s I (p(s)ds + x, (p{x) — x + 7iy s in  X.

1 .
f s i n x  c o s  S0>(5)<& +  1 — s i n x ,  (p{x) = 1 + s in x .
n 2

— I ^X. + (p{s)ds + V x  -  V x  + 1, (p(x) = V x .
2 о Vl +  X

9. (p{x)

10. <p(x)

1 1. (p{x)

12. p(x)

13. <p(x)

14. <p(x) = j e  <x v) sin(x -  s)cp(s)ds + e \  (p{x) = e '
0
дг 1 j

15. #?(x) -  I  .— -=<p (s )d s  = V x ,  ^?(x) -  - .
о V x -  s 2

= - j (3x5 -  4s2 }p(s)ds, <p(x) = ^ . 

= j ex s(p{s)ds + e , <p(x) = e2\
О

x *
= j xs(p(s)ds + x, (p(x) = xe - .

( x 1 \
—  + 1 .

V 7

§ 8.2. Интегралдық және дифференциалдық тендеулер 
арасында» ы байланыс

1. Тұрақты коэффициентті дифференциалдық теңдеулер үшін Кошндің 
кейбір есептерін Вольтерраның екінші текті интегралдық теңдеуіне келтіру:

1 мысал.
у \ х )  + /? (х )/(х ) + Ф ) у ( х )  = f i x )  ( 144)
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теңдеуінің

У(0)=а0, / ( 0) = я,

бастапқы шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу керек. 
Ол үшін у"(х) = (р{х) белгілеуін енгізіп, бүдан

х

у ' ( * )  =  я, +  J (p(s)ds
0

жоне
х

у(х) -  а 0 + <з,х + J(x  -  s)(p(s)ds
0

теңціктерін аламыз.Енді осы өрнектерді (144) теңдеуіне қоямыз:

(145)

ф(х) + 1 p{x)(p(s)ds
о

+ ахр{х) + a()q(x) + axxq(x) + g(x)J(х -  s)(p{s)ds = / (х),
О

яғни өзегі 

ал бос мүшесі
К(х, s ) -  р(х)  + (х -  ̂ )^(х),

Ғ(х)  = / ( х )  -  ахр(х)  -  (а0 + axx)q(x)  

болатын Вольтерраның 2 текті тендеуін аламыз:

(р(х) = J K{x,s)(p{s)ds = F(x).
о

2 мысал. у w + x 2y" + 4x7  = xe  *, У (0) = 1, / ( 0 )  = -1, У (0) = 0 Коши есебіне 
сэйкес келетін интегралдық теңдеуін табайық.

Ол үшін у т(х) = (р{х) белгілеуін енгізіп

х  X *  ^

у ”(х) = J (p(s)ds, у \ х )  +1 = J ( x - s)<p(s)ds, у  (х) -1  + х = J ---- — L^p(s)ds
0 о 0 2

теңдіктерін аламыз. Енді бүл өрнектердегі у(х),  у  (х), у  (х) функцияларын 
интегралдармен алмастырсақ,

х

(р(х) + J [х2 2х(х -  spp{s)ds -  хе х + 4х(1 -  х)
о

2-текті Вольтерра тендеуін аламыз.
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Төменде берілген Коши есептеріне сэйкес келетін интегралдық тендеулерді 
табыңыз.

2.1. у'  + 2ху = ех, у ( 0 )  = \.
2.2. у ' - 2 у ' + у  = 0 , у  ( 2 )  =  1, / ( 2 )  =  - 2 .

2.3. у"  -  sin ду' + е ху  = х , у  (0) = 1, у '(0) = - 1 .
2.4. у " + ху  = е ' , у  (0) = 1, У (0) = / ( 0 )  = 0.
2.5. y ' v + у" -  у  = 0 , у  (0) = У ( 0) = у "(О) = 0, у"( 0) = 1 •
2.6. У  + дсу = jc + 1, у  (0) = 1.
2.7. у" -  х 2у = 4х -  х 2, у  (0) -  1, У (0 -  0 .
2.8. у т- 2 х 1у'  + 4у  = 2 х 2 + 8, у  (0) = 2, / ( 0 )  = 0 , / ( 0 )  = -1 .
2. Дифференциалдық теңдеу үшін берілген кейбір шекаралық есептерді Грин 

функциясы арқылы интегралдық тендеуге келтіруге болады.
Бұл мэселені жалпы жағдайда келтірейік.

у \ х )  + р{х)у'{х)  + q(x)y(x) = f ( x )  (146)
тендеуін

у(а) = А , у ( Ь )  = В (147)

шекаралық шарттарымен бірге қарастырайық.
Кэдімгі дифференциалдық тендеулер курсында ( 146)-( 147) есебінің шешімі 

Грин функциясы арқылы

у(х) = J G(x ,s ) f ( s )ds  (148)
a

түрінде жазылады.
Егер (146) өрнектегі f { x )  функциясы f {x , (p(x)) түрде белгісіз функцияға 

да тәуелді күрделі функция болса, онда (148) формуладан

у(х) = j  G(x,s ) f ( s ,y (s ) )ds

интеградық тендеуін аламыз. 
1 -мысал.

у ” = Ау + х 2
УІ 0) = У

( к  ^

)
=  0

шеттік есебі берілсін. Бүл есепті интегралдық теңдеуге келтірейік. 
Шешуі. Алдымен

/  = 0, у (0) = 4 1  j = 0
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біртекті есеп үшін Грин функциясын анықтайық. у"(0) = 0 теңдеуінің шекаралық
кшарттарын қанағанттандыратын у ] (х) = х , у 2 (х) = х -  — сызық-тық тэуелсіз 

шешімдері болатындықтан Грин функциясы

У М У г ( £ )

G(x ,&  = Щ )
, 0 < х < £ ,

түрінде жазылады, мұндағы,

А (й  =
# * - §

1 1

П
2

Демек,
f

[тг 
(  2

<5-\\х,  0 < х < £,

\
х - 1 

IV я" )
£  £ < * <

п

Енді осы Грин фукциясын интегралдық теңдеудің өзегі деп қабылдасақ, онда 
бұл есеп үшін интегралдық тендеу

У(х) = / О )  -  G(x,g)y(€)d<*,

мұндағы,

№  = I  С Ц х , & Ч 4  = I f  —  - 1W  + №  - 1W lrf<? = £
0 oV ^ У о \ л  )  12

П5 Л
х -

8

Мысал. Шеттік есеп
y ’ - k 2y  = f ( x , y ) ,  у(0) = у(\) = 0, k = const

берілсін. Бұл есепті Грин функциясы арқылы интегралдық тендеуге келтірейік.
Біртекті у" - к 2у  = 0 теңдеуінің екі сызықтық тэуелсіз шешімдері = е кх, 

у 2 = е ь , ал шекаралық шарттарды қанағаттандыратын сызықгық тәуелсіз шешім- 

дері
у х (х) = е* -  е ь , у 2 (х) -  еЦх' п -  е к{х' х\

Сондықтан:

151



лG(x,g) =
С,(4){еь - е ^ \  0 < х < 4 ,

С Л 4 І I  ^ ^ 2 ’

G(x, J;) үзіліссіз функция, демек,

C,(4)(el£ -  e и ) = С1( 4 І
еЩ и _ е  кЦ-\)

туындысы G '(£ ,x ) функциясының х = £ нүктесінде үзілісті ( ---------секірмелі),

яғни

олай болса,

P i t )

- С \ к е ц + к е кі)+ С гк{ещ "  +<? ‘,г ")=1,

С2(е*({‘" +е-щ -І)) - С , ( е ‘4 + е~‘#) = 1

Д = 2(е‘ - е  ‘ ),

С,(£) = 7Ц е вд-', - е - ад-Д  С2(^) = Х ( е “  - е * )
М  А:Д

Демек, Грин функциясы

G(x ,& =
1

2к(ек - е  к)
\ екх -  е-кх \ е щ ~" -  ), 0 < х < £

(ец - е~ц \ е к(х-Х) - е~к(х~Х)\  % < х < 1.

Олай болса, берілген есепті

y (x) = jG (x ,4 ) f (4 , y (4 ) )d 4
0

интегралдық теңдеуге келтірдік.
Мына шеттік есептерді интегралдық теңдеулерге келтіріңіз:
2.2.1. у ” = Лу + ех, у(0)=  у (1) = 0 .
2.2.2. у ІУ=Лу + 1, у (0)= у '(0 ) = 0, У*(1) =  У"Г(1 )  = 0.
2.2.37 у '  = Ау + ех, у(0)= у ’(0) = 0, у (1 )= у '(1 ).
3. Көп жағдайда Вольтерраның 2-текті интегралдық теңдеулерін жай диф- 

ференциалдық теңдеу үшін Коши есебіне келтіруге болады.

Мысал.
х

(р(х) -  sin х + j  sin(x -  s)q>{s)ds
о

теңцеуш шешу керек. 
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Бұл теңдеуді біртіндеп дифференциаддайық:
X

(р'{х) -  cosx  + J cos(x -  s)(p{s)ds ,
о

( р \ х )  -  -  s in  х  +  ср(х) -  J s in (x  -  s)q)(s)ds.
о

(150)

(151)

(149) пен (151) тендеулерінен Jsin(x -  s)(p(s)ds  интегралын жойсақ, ф{х)
О

функциясы үшін (р"{х) = 0 тендеуін аламыз. Ал (149), (150) тендеулерінен cp(fy = 
= 0, (рХ0) = 1 бастапқы шарттарды анықтаймыз, яғни

<р\0) = 0, ф(0) = 0, <р'(0) = 1.

Біз Коши есебіне келдік. Ал бұл есептің шешімі ф(х) = х.
Мына төменде берілген Вольтерраның интегралдық тендеулерін кэдімгі 

дифференциалдық тендеулерге келтіріп шешіңіз:

2.9. ф(х) = [ / S + \ 2 <p{s)ds + х.
о (х + 1)

X

2.10. j  ех Ss<p(s)ds = х.
0

х
2.11. (р{х) = Jsin(x -  s)(p{s)ds + х 2.

О

X

2.12. j  cos(x -  s)cp(s)ds = 2 sin x + x.
0

X

2.13. (p(x) = e x + J (p{s)ds.
0

X

2.14. (p(x)  =  1 +  \ s ( p ( s ) d s .
0

1 x
2.15. #?(x) -------- - + f sin(x -  s)(p{s)ds.

1 +x о
X

2.16. (p{x) = e  x c o s x - J c o s x e  {x s)(p{s)ds.
0

x

2.17. 0>(x) =  4^r +  +3x -  4 -  j  (x -  s)(p{s)ds.

2 .1 8 .  ф {х)  =  x  - 1  +  J ( x  -  s)(p{s)ds.
0
1 x

2 .1 9 .  ф (х )  = s in  x  +  -  J ( x  -  s ) 2 <p(s)ds.
2 о

x

2 .2 0 .  ф (х )  =  c h x  — J ^ ( x  -  s)(p (s)ds .
о
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2.21. (p(x) = x+|,(4 sin(x-s)-x + ,s,)0>(1s)*/.s.
0

x

2.22. (p(x) = 1 + J[(x - ^ ) 2 -  (x -  s)\p(s)ds.
о

§ 8.3. Вольтерраның 2-текті интегралдық теңдеулерін 
тізбектей жуықтап шешу әдісі

Вольтерраның 2-текті интегралдық тендеуін қарастырайык:

д:

(р(х) = / ( х )  + Я | K(x,s)<p(s)ds. (152)
о

Мүнда оның /С(х,5) өзегі мен / ( х )  берілген және олар D = { a < x < b , 
a < s < х} төртбұрышында үзіліссіз, ал Я -параметр, [a, b] кесіндісінде кез келген 
ср0(х) функциясын алып, оны (152) теңдеуінің нөлінші жуык шешімі делік. Бұл 
функцияны (152) тендеуінің оң жағындағы (р{х) функциясының орнына койып,

X

(р\ (*) = / ( * )  + я  J К  (x ,  s)tp0 ( s ) d s
a

интегралдық теңдеуінің бірінші жуық шешімін аламыз. Осы үдерісті эрі қарай 
жалғастыру нәтижесінде

Фо (х),<рх (х), (р2 (х), ...,ря(х),... (153)

жуық шешімдер тізбегін аламыз, мэселен мұндағы, п -  жуық шешім үшін

х
<Р» (*) = / ( * )  + A.\K(x,s)q>n_x (s)ds . (154)

a

Егер f ( x ) e C [ a , b \  K (x ,s)eC (D ) болса, онда {(Pn(x)} жуық шешімдер 
тізбегі п->  оо жағдайда (152) теңдеуінің шешімі ср(х) функцияға жинақты екені 
интегралдық тендеулердің жалпы теориясынан белгілі [3,4].

(Р0(х) функциясын ыңғайлы етіп алу {(рп (х)} тізбектің интегралдық теңдеу 
шешіміне жинақтылығын шапшаңдатады.

Мысалы,
х

(р{х) = х 2 + 2 -  J(x  -  s)(p(s)ds.

Тендеуінде <р0(х) = 1 деп алып, тізбектей жуықтап эдісін қолдансақ,
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(х) = х 2 + 2 -  J(x  -  5) • 1 • ds -  2
X

2!
Л

(p2(x) = x 2 + 2 - J ( x - s )
V 2!

ds = 2
x
4!

(pn (x) = 2 -

Жауабы. ^>(x) = 2, себебі lim
f x"  ̂

2 -  —

2«! 
=  2.

Мына төмендегі интегралдық теңдеулерді тізбектей жуықтап шешу одісімен 
шешіңіз:

х

3.1. (p(x) = \ + \(p(s)ds, ^ 0(х) = 0.
о

2 х 2
JC JC

3.2. ^(х) = —  + X- J (p(s)ds, a ) <р0{х) = 1; b) ^ 0(х) = —  + х.
2  о 2

х

3.3. (р(х) = 1 - х 2 + \x(p{s)ds, a) (р{)(х) = 1 - х 2; b) (р0(х) = 1.
0

х

3.4. ^>(х) = 1 + J x(p(s)ds, (р{){х)~  1.
0
х

3.5. ^>(х) = 1 + ^s(p(s)ds, (р{)(х) = 1.
0

х

3.6. <р(х) = 1 + \ s p<p(s)ds, (Ро(х) = 1, р = 0,1,2,....
0

х

3.7. (р{х) = х -  j (х -  s)(p{s)ds, <р0(х) = 0.
0

х

3.8. <р(х) = 1 + | ( х  -  s)(p{s)ds, (х) = 0.
о

3.9. (р{х) = 2х + \ V  s(p{s)ds, <р0(х) = 0 .
0

J * I I
3.10. 6p(x) = l + x 2 -----7 (p(s)ds, (р0{х) = 1.

2 г, 1 + 5

§ 8.4. Интегралдық теқдеудің резольвентасы

Көп жағдайда мынадай интегралдық тендеу:
х

<р(х) = / М  + (155)
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Я сан параметрінің эртүрлі мэндері үшін тендеулер жиынтығын түзеді. Айталық, 
(155) тендеудегі Л параметрін тұрақты жэне нөлінші жуық шешімі <р0(х)= =/(х)  
деп алып, теңдеуді тізбектей жуықтап шешу эдісімен шешейік. Онда:

(рх{х) = f { x )  + Я{ K(x , s ) f ( s )ds  = / ( х )  + Aj К х (x , s ) f ( s ) d s ,
и а

мұнда (x,s) — K(x,s ) ,

(р2( х ) ~  f { x )  + A jK{x , s ) f { s )d s  + A1 2j K ( x , A ' j K x(t ,s) f{s)ds dt =
a a \  a J

= / ( * )  + Aj  K ,( x , s ) f ( s )ds  +A2j  ( j  = +
a a \  a J

x x

+ Aj  K x (x, s ) f  (s)ds + A2 J K 2 (x, s)/ (s)ds.
n a

x

K 2(x,s) = j  K (x , t )K ](t,s)dt,... .
s

Жалпы жағдайда:

<P„ (*) = f i x )  + X  Л1 j  К . (x, s)f (s )ds ,  n = 0,1,2,...
j  = 1 a

мұндағы,
x

К , (x, s) = J К (x, t ) Kj , (t , s)dt, j = 1,2,....
a

Егер K(x,s )  өзегі үзіліссіз функция болса, онда

/?(х,5;Я) = ^ Я 7"'А:/ (х,5)

(156)

(157)

(158)

қатары А параметрінің кез келген тұрақты мэні үшін /?(х,я;Я) функциясына 
жинақталады (х е [я ,б ]  жоне х е [я ,х ]-қ а  салыстырғанда бірқалыпты). Сонымен 
(157) қатары п —» оо жағдайда

л

(р{х) = / ( х )  + Я{ /?(х,$;Я)/(,у)А (159)

өрнегіне айналады, ал бұл жоғарыдағы (155) интегралдық теңдеуінің шешімі 
болады.

Мысалы. K(x,s )  = x  өзегінің Л(х,^,Я) резольвентасын түзіп, мына

1
(р{х) = х —  f x<p(s)ds

2 а

интегралдық тендеуін шешейік.
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Жоғарыдағы (157) рекурент өрнегінен:

K,(x,s )  = x,
х  х

К 2 (х, s) -  J К (х, t )Kt (t , s)ds = J xtdt = x
x -  s

t 2 - s 2
Л^(х,5) = \xt  ■----- —dt = x ■І 2 2!

1

K j (x,s) = —
1 (  2 2 \J 

X  - S

-1

(7-1)!
, j = 1,2,....

Бұл өзеістерді (158) қатарына қойсақ,

R{x,s,X) = x V  — -—  
м  0 - 1)!

{  2 2 У
X  — S

— xe

Демек, берілген интегралдық теңдеудің шешімін (159) формула бойынша 
тапсақ, онда

sds.

Жауабы. <р(х) = хе 4 .
1. Мына берілген өзектердің резольвенталарын табыңыз:
4.1. /:(х,5) = 1.
4.2. ЛГ(х,5) = 5.
4.3. K(x,s)  = х2.
4.4. ЛГ(х,5) = х5.
4.5. K(x,s)  = xs2.

4.6. K(x ,s)  = ex 5.
4.7. K(x ,s)  = r hx~chs.

\ +  х 2
4.8. K(x ,s )  = -— г .

1 + 5
52- 5  + 1

4.9. K (x ,s )  = —-----—
х — х +1

4.10. K(x ,s)  = ~ .

2. Мына интегралдық тендеулерді резольвенаталары арқылы шешщіз:
х

4.11. <p(x) = \ - js<p(s)ds .
0

4.12. <p(x) = x + jxs<p(s)ds.
о
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4.13. (p(x) = sin x + 2jV' '(p(s)ds.
X

4.14. (p(x) = chx +

4.15. ^(x) = — 1[—
1 + X

0
c/?x

c/j.V
(p(s)ds.

§ 8.5. Үйірткі типіндегі Вольтерраның 2-текті интегралдық
теңдеуі және оны Лапластың интегралдық түрлендіру әдісімен шешу

Мына

(р(х) = f ( x )  + I  K(x,s)(p(s)ds  (160)
a

Вольтерраның 2-текті интегралдық теңдеуінің өзегі K(x,s)  =  K ( x - s )  түрінде, 
яғни аргументтерінің айырымымен берілген болса, онда мұндай тендеуді көбейту 
типіндегі тендеу деп атайды.

Егер (160) теңдеудегі а саны шектелген болса, оны ыңғайлы болу үшін а = 0 
деп алуға болады. Бұл (160) тендеуді шешу үшін Лапластың интегралдык түрлен- 
діруін пайдаланамыз.

Айталық, f ( x )  пен К (и ) функциялары интегралдық түрлендірудің түпнұска- 
сы болсын. Бұл жағдайда (160) тендеудегі ср(х) функциясы да түпнусқа болады. 
Ендеше (160) интегралдық теңдеуінің екі жағына да Лаплас түрлендіруін 
қолдансақ,

Ү(р) = Ғ(р)  + К(р)Ү(р)

өрнегін аламыз. Бұдан

Ү(Р)
П р )

\ - К { р ) (161)

Соңғы (161) өрнегінен Лапластың кері түрлендіру одісін пайдаланып, (160) 
тендеуінің шешімін табамыз.

Мысал. Мына
\

<р(х) = 1 + 1 с һ ( х  -  s)< p (s)d s
0

Вольтерраның 2-текті интегралдық тендеуін Лапластың интегралдық түрлендіру 
одісімен шешелік:
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1-/7, chz — — - болғандықтан, берілген интегралдық теқдеуге Лапластық түрлен- 

діру мен көбейту теоремасын қолдансақ

Ф(р) = -  + -т—р(р) 
р Р -1

немесе

яғни

<РІР)- р р - U  р

<v{p) = — +
Р~

V PJ
5
4

Бұл өрнектен Лапластың кері түрлендіруі бойынша

, ч , 2 ^  , V5
<р(х) =  1 + —т=е z sh  —  х.

yTs 2
Мына төмендегі берілген Вольтерраның 2-текті интегралдық тендеулерін 

Лапластың интегралдық түрлендіру әдісімен шешіңіз.
х

5Л. (р(х) = ех -  х - 1 -  ̂ (p(s)ds.
0

2 *
5.2. <р(х) = — + |(х  -  s)(p(s)ds.

2 0

5.3. (р(х) = хе2х - 1e2(x~s)q>{s)ds.
0

х

5.4. (р(х) = sinx + Jcos(x-.s)^(sys.
о

х

5.5. (р{х) = ех + Jsin(x-^)^(5)^.
О

х

5.6. (р{х) = sinx- ̂ sh(x~ s)(p(s)ds.
О

5.7. (p(x) = — + X- \ { x - s ) 2(p(s)ds.
2 2 0

x

5.8. (p(x) = e2x + J(x -  s)ex s(p{s)ds.
0

x

5.9. (p(x) = 1 + | cos(x -  s)sin(x -  s)<p(s)ds.
0

X

5.10. (p{x) = 1 + x cos x -  sin x + J (x -  5) sin(x -  s)(p(s)ds.
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Кейбір жағдайда Вольтерраның 2-текті үйірткі типіндегі интегралдық тендеу- 
лерін алдымен тендеудің резольвентасын табу үшін Лаплас түрлендіруін колдана- 
ды, яғни интегралдық тендеудің өзегі K(x,s) = K (x-s)  болғандықтан, (160) тең- 
деудің / a = 0 үшін/

х
<р(х) = f{x) + I K(x,s)<p(s)ds

a

шешімін
х

<р(х) = f{x)  + |/?(дг -  s)f{s)ds (162)
a

түрінде жазуға болады, мұндағы, R(x-s) = R(x,s;A), ал R(x,s-,l) болса, K(x,s) = 
А:(х- ^)өзектің резольвентасы болады. (160) жэне (162) тендеулердің екі жағына 
да Лаплас түрлендіруін қолдансақ, онда

Ф(р) = Ң р )  + К(р)р(р),  <р(р) = Ғ(р)  + R(p)F(p)

өрнектерін аламыз. Бұдан

Ғ(Р)
К{р)

\ - к ( р У
(163)

Бұл теңдеуге Лапластың кері түрлендіруін қолданып, R(x -  s) резольвентаны 
анықтаймыз, яғни (160) тендеуінің шешімін (162) түрінде табамыз.

Мына интегралдық тендеулердің өзектеріне Лаплас түрлендіруін қолданып 
шешіңіз:

х

5.11. (р(х) = 1 + j e S)(p(s)ds.
о
I *

5.12. (р{х) = 2 + — [ (х -  sf(p{s)ds.
6 о

д:
5.13. ср{х) -  е t + f e ' (JC S)s\nix-s)(p{s)ds.

о
X X

5.14. (р{х) = е 2 + J ( l - e ”(Jr S))p(s)ds.

х I V55.15. (p{x) = 1 + £ e 2 cos —  ( x -  s)(p(s)ds

§ 8.6. Вольтерраның 1-текті интегралдық теңдеулері және
оларды шешу тәсілдері

Біз жоғарыда
х
J К (х, s)<p(s)ds = f ix )  (164)
о
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өрнегі Вольтерраның 1-текті интегралдық тендеуі екенін келтіргенбіз. Мұндағы, 
<р{х) -  белгісіз функция, ал K{x,s)  пен f { x )  -  белгілі функциялар.

Егер (164) тендеудегі K(x,s)  өзекпен f ( x )  бос мүшесінің K'x(x,s) ,  / ' ( х )  туын- 
дылары [a,b\ кесіндісінде үзіліссіз жоне сол кесіндіде А'(х,х)*0 болса, онда (164) 
теңдеуін х айнымалысы бойынша дифференциалдап, Вольтер-раның 2-текті инте- 
гралдық тендеуіне келтіруге болады, яғни

Бұдан

К(х,х}р(х)+ \ ^K [X'S\ (s)ds = f'(x).
J дхa

р(х) = f\ x ) ,
/с(х,х) 1

_J__
К(х,х)

dK(x,s)
дх

<p(s)ds

Вольтерраның 2-текті интегралдық теңдеуі алынды. Мұндай теңдеулерді жо- 
ғарыда келтірілген одістермен шеше аламыз. Енді осыған нақты мысалдар 
келтірейік:

1-мысал. Мына
х
| ( 2  + х2 -  s 2 \ { s )d s  = х2

Вольтерраның 1-текті интегралдық тендеуін шешейік.
Бұл тендеуді х айнымалысы бойынша дифференциалдасақ,

х
2 <р(х) + J  2 x(p(s)ds = 2х

a

немесе
х

ф (х) = х -  J xcp(s)ds.
a

х
Біз 2-текті интегралдық тендеуін алдық. Мұндағы, и(х) = \<p(s)ds. десек, онда

a

немесе
(р{х) = х  -  хи(х),и'(х) = (р{х) => г/(х ) = х(1 -  и(х))

и'(х) + и(х) • х = х, м(0) = 0.

Соңғы есептің шешімі

и(х) = 1-е 2 ,

демек,

(р{х) = хе 2.

2-мысал. Мына
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I ex '<p(s)ds = x
о

үйірткі түріндегі Вольтерраның 1-текті интегралдық теңдеуін шешу үшін 
Лапластын түрлендіруін қолданамыз:

1 , 1 1 1 ,
----- 7<РІР) = —  ^ ------- j  + 1-Х.
Р - 1 Р Р Р

Демек, тендеудің шешімі
(p{s) = 1 -  X.

Ескерту. Егер Вольтерраның 1-текті интегралдық теңдеуіндегі өзегі 
К(х,х) = 0 болса,онда соңғы өзекті тағы да дифференциалдап нэтижесінде жаңадан 
пайда болған тендеудің өзегі s = x мэнінде нөл болмаса, онда біз 2-текті 
интегралдық тендеуге келеміз. Кейбір жағдайда қажет болса осы үдерісті қайталау 
керек.

Мына төменде берілген Вольтерраның 1-текті интегралдық теңдеулерін 2- 
текті теңдеуге келтіріп шешіңіз:

д:
6.1. {̂х -  s)(p(s)ds = ех -  х - \ .

0
х  2

6.2. I ех '(p(s)ds = — .
о 2
X

6.3. |з* s(p{s)ds = х.
о
X

6.4. |sin(jc -  s)(p{s)ds = 1 -  cosx.
0
X

6.5. ^sh(x -  s)(p{s)ds = shx -  x.
0
X

6.6. j(jt-.v)2̂ (sVs = x\
0
x

6.7. j(jt-.s:)2̂ (s)ds = X3 +X2.
о
X

• f <

о
* Г2

6.9. J ( 1 - jc2 + s 2)(p(s)ds = —
0 2

\ + x -  s)(p(s)ds = - ê x sin л:.

JT
6.10. I(2.v -  x)(p(s)ds = x} - 1.

0
Ал мына 1 -текті үйірткі түріндегі тендеулерді Лапластың түрлендіруін қол- 

данып шешіңіз:
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.2 *  

2 '

6.11. J(x -  s)(p(s)ds = ch x  -  1.
0
X 1

6.12. Jsin(x -  = — X4.
0 2
X

6.13. J cos(x — s)<p(s)ds = xsin x.
0 
X

6.14. J.s/?(x-.s)<p(,s)£fc = 2sin"
о
X

6.15. j e x s cos(x -  s)(p(s)ds = xex.
о
X

6.16. Jcos(x- s)(p{s)ds = sinx, жауабы: (̂x) = l.
о

X

6.17. Jex~*<p{s)ds =  shx, жауабы: (̂x) = e x.
0
x 2_  ̂ j ̂

6.18. \ (x -  s)1<p(s)ds = x2, жауабы: <p(x) = —x.
І 4

X

6.19. j e 2(x)<p(s)ds = sinx, жауабы: #>(x) = cosx-2sinx.
0
X

6.20. j'ex x<p(s)ds = x 2, жауабы: #>(x) = 2x-x2.

x

Абельдің интегралды қ теңдеуі

j  p ! L .dt = /(x),
І л і х - t

an А бел ьдің  жалпы лама теңцеуі:

x

\
<p{t)

( x - t ) a
dt = / (x), 0 < a  <  1.

•  Ескерту. А бель тев деу ін  2-типке келтіруге болмайды .
А бел ь тен деу ін  ш еш у үш ін мы надай эд іс  қолданылады. А бель тең деуін ің  екі

ж а ғ ы и -------— —  көбейтіп , 5 айнымалы бойы нш а 0-ден  х -ке дей ін  интегралдасақ:
( х - 5 ) I- а

l ( x - s ) ' aJ0 ( s - O a i ( x - s ) ] a

<P(t) m

н ем есе
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л л

\<PU) \
ds \
, —  Ь

> (x -st ° ( s - t y y  J ( i - i ) '- "

Бұған мына теңдікті пайдалансақ,

і

1
ds л

' ( x - s ) 1 a( s - t ) a s in а л '

онда
f ( s )

л i ( x - s ) ' a( x - s ) ]a
ds.

Енді jc бойынша дифференциалдаймыз, сонда

. ч sin а л  d  } f ( s ) , sin а л -
<p(t) = ------------ r j  • ds

л  d x \ A x -  s)vl-OT л
m , r /'(x)

" i  (xi ( x - s ) l-a ds

Мысалы, мынадай түрдегі теңдеулер

д

J (X -  t)P(p{t)dt = / ( х), р > - \ (165)

Абель теңдеуіне келеді. Егер мұндағы, /? > 0 болса, онда тендеудің екі жағын да 
дифференциалдап, Абель теңдеуін алуға болады.

х

р \ { х - і ү  > (о<и=/\х).
О

х

P ( P - \ ) \ ( x - t f  > (')< *  = / ' W .......

1 -мысал.
X

j ( x  -  О 2 5(p{t)dt  =  Xx \

теңдеуін үш рет дифференциалдасақ:

д

(2 ,5 )J (х  -  t ) ' 5(p(t)dt = 3 ,7х2-7,

(2 ,5 )(1 ,5 )| (х -  t)05<p(t)dt = (3 ,7 )(2 ,7 )х 1-7,
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(2,5)(1,5)(0 ,5)J ( x  - 1) 0 5(p(t)dt = (3 ,7 )(2 ,7 )(l,7 )x 0,7
0

нотижесінде Абель теңдеуіне келеміз.
• Ескерту. (165) теңдеуге жоғарыдағы әдісті қолдануға болады. Ол үшін 

оған (х - s y  (/j > - \)-ді көбейту керек.
Мы на

f (х- ,v)"(.v -  о “ds = Г ( 1  + 1)Г(// + І) 
о П / 3 + Р  + 2)

теңдікті жэне д санын /3 + /л + 1 = я > 0 натурал санынатең болатындай тандайды. 
Мына теңдеулерді Лаплас түрлендіруін пайдаланып шешіңіз:

■ п
<p(s)

6.16. J
(X -  s )

-ds = е х -  1, (р(х) = ----- I

6.17. J
sin

sin

n 

In

f e*

° (x-sV
ds

- - - - -  2 ds = cos x  - 1 ,  <p(x) = ------ —

0 (x  -  s)^
n

sinx

(■x - s )
ds

Ф')
x - s

. n 
sin

6 Л 8 .  [ I  ds = V x -  x, (p{x) = -------
i y / x - S  n

X

1

(
1 1

ds
2 sfs '

\  ( x - s ) 2 )
X  J J

6Л9. J ( x - sYcp(s)ds =  x 1 + 3 x 2.
0
x  3

6.20. J(x -  s )2(p(s)ds =  x3 + 2x.
0
x  3

6.21. J(x -  s)2 (p{s)ds = x5 + 2x2.
0
* 5 ,

6 .2 2 .  ^(x -  s )2(p{s)ds = — x4 + x 3.
0

§8 .7 . Ш е к а р а с ы  (x,+qo) б о л ғ а н  В о л ь т е р р а н ы ң  и н т е г р а л д ы қ  т е қ д е у л е р і

Мына

ф )  = f ( x )  + $K(x-t )<p(t)dt  (166)

Вольтерраның интегралдық теңдеуін Лаплас түрлендіруімен шешуге болады. 
Лапласт түрлендіруінің қасиеті бойынша

со

fK(x-0<p(,0Л * К ( - р Ш р )  (167)

орынды, мұндағы,
X
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К(-р) = \к{-х)ерх(1х, ф(р) = <р(і).
0

Интегралдық (166) теңдеуге Лаплас түрлендіруін қолданып,

өрнегін аламыз, бұдан
ф(р) = Ғ(р)  + К(-р)ф(р)

Ф(р) Һ р )
і - к ( - РУ

(К(-р)*1).

Егер K ( - p ) , f ( p ) функциялардың аналитикалық функциясы болатын аймак- 
тары бір-бірімен қиылысып жататын болса, онда берілген теңдеудің жеке шешімі 
үшін

А + іао

<Р(Р) =
Ғ{р) -срх dp. (168)

Мысалы.

(р{р) = х  + J е2х '(p(t)dt

интегралдық теңдеуіне Лаплас түрлендіруін пайдалансақ,

демек,

- — ф(р)=>ф(р) = 
2 - P

Р - 2

Р2( Р - 1 ) ’

<Р(Х) = 1Г-. J\

2т

А + і со 9рх

А - іс с

Р - 2  
Р - 1

dp (О < Л < 2 ) .

Мұны шегерінді эдісімен шешіп (р = 0, р = 1 - еркше нүктелер), нотижесінде 
тендеудің шешімі

(р{х) = 2х + 1 + Сех, С = const.

Мына интегралдық тендеулерді шешіңіз:
00

7.1. tp{x) = е х + j <p(s)ds.
х

00

7.2. (р(х) = е ' + j e x '(p(s)ds.
X

00

7.3. (р(х) -  cos jc + J ex '(p(s)ds.
X

00

7.4. cp(x) = 1 + J e“(x s (p(s)ds. (a > 0).
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9. ФРЕДГОЛЫУІНІҢ ИНТЕГРАЛДЫ Қ  
ТЕНДЕУЛЕРІ

§9.1. Фредгольмнің 2-текті интегралдық теңдеулерін біртіндеп
жуықтап шешу

Мына
һ

(р(х)- \ к и .  s)(p{s)ds = f{x)  (169)
a

Фредгольмнің 2-текті интегралдық тендеуін қарастырайық, мұндағы, АГ(х,лОөзегі 
мен f (x)  бос мүшесі [а,/>] кесіндіде берілген функциялар.

Егер а < х < s болғанда, АГ(х,.?) = о болса, онда (169) тендеу Вольтерраның 2- 
текті интегралдық теңдеуіне айналады. (169) тендеуіндегі K(x , s ) , f ( x )  функциялар:

һ ь
J | |  K(x,s)  \2dxds = В~ < +оо, (170)
a a

\ \ f (* td x  < +со, (171)

теңсіздіктерін, яғни K { x , s ) , f ( x )  е  L2[a,b\ шарттарын қанғаттандырсын. 
Әдетте, (169) тендеудің бір өзі емес

п

(р{х) -  K(x,s)(p{s)ds = f (x) (172)

түріндегі Л параметріне тәуелді теңдеулер жиыны қарастырылады. Бұл тендеудің

щ < \  ( |73>

шартын қанағаттандырғанда ғана жалғыз шешімі болады. Ол шешімді біртіндеп 
жуықтау одісімен табады. Ол үшін (172) тендеуін

һ
(р{х) = f(x)  + X^K(x,s)(p(s)ds

a

түрінде жазып, одан кейін нөлдік жуық шешімі үшін <р0(х) функциясын қалағаны- 
мызша тандап алып, жуық шешімдерінің фп(х) , п = 0,1,2,... тізбегін құрамыз, мұнда
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b

<Pn(x) = f ( x )  + Aj  K(x,s)<pn_,(s)ds, n e  N.

Егер мұндағы, Л параметрі (173) шартын қанағаттандырса, онда {(рпіх)} 

жуықтау тізбегі жағдайда <р{х) шешімге жинақты болады.
Мысалы.

I 1
(pn{x) = - - \ ( p { s ) d s sin лх

тендеуін біртіндеп жуықтау әдісімен шешейік.

Шешуі. Берілген тендеуді (172) тендеуімен салыстырсак, Л = K(x,s)  = 1;

f { x )  = sin лх немесе
I I

В2 = И I K(x,s)  12dxds = 1,
о 0

олай болса,

Л = — < 1, J s i n  27Dcds < +00.

Енді (pQ{x) = s in ;c t нөлдік жуық шешімі десек, онда

(P\(x ) = sin Л Х  + — j s in  лх = sin дх + — ,
2 о л

(р7(х) = sin лх + — Г (sin ns + — )ds = sin лх + — + — ,
«■ л  2л

, . 1 , ,  , . 1 1  1
= sin лх f  — (s)ds = sin лх + — + —  h------ ,

2 л 2л Ал

I f  1 " 1 1<PAX) = sin лк + -  I (p„_{(s)ds = sin лх + — У  — .
^ о л  *-o 2

Я Ғ Н И

1 ” 1 1 2
Бұдан lim^7M(jc) = sin/Df + — Y —-  = sin/dm—

к  k о 2 n

(p{x) = sin ЯХ + —.
л

Мына төменде берілген Фредгольмнің 2-текті интегралдық тендеулерін 
біртіндеп жуыктау одісімен шешіңіз:

і
1.1. (р{х) - 1 xs<p(s)ds = 2х.

0
1 *

1 .2 . (р(х) н—  [ c o s2 s(p(s)ds -  1.
л  {
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1.3. (p(x) -  л"|(1 -  x)sin 2ns<p(s)ds = —(1 -  jc).
0 2
1 n1.4. (p{x) — f s sin x(p(s)ds -  2sin x.

2 n Jо
1 n1.5. (p(x) + —-J[cos(x + s) + cos(x - s)\p(s)ds

A T I  0

I
1.6. (p{x) = X  + A^x2s2(p{s)ds.

I

Жауабы: cp{x) = x + 5.v2,erep %{х) = х.

5 1
—  JC +  —
6 2
5 1 11.7. (p(x) = — л- + — I xs(p(s)ds.n / *1

Жауабы: (p{x) = x, erep (p{)(x) = 0.

COS X.

Қайталанған өзекпен резольвентаны куру
Егер нөлдік жуық моні үшін (172) интегралдық тендеудегі (p0(x) = f(x) болса, 

онда п -жуықтау шешімі үшін:

Мұндағы тізбектелген өзектер:

K](x,s) = K(x,s),
п

Kj(x,s)  = J K ( x , t ) K j  = 2,3,. (175)

өрнектерімен анықталған. Егер 1< — орындалса, онда:

R(x,s;A) = '£jAi 'Kj(x,s)
7=1

(176)

қатар жинақты болады. Бұл (176) өрнегі (172) интегралдық теңдеуінің резольвен- 
тасы деп аталады.

Сонымен, оо жағдайда болса, (174) жуықтау шешімдер тізбегі
и

ср{ х) = / ( jc) + R(x,s;A)f(s)ds (177)

өрнегіне жинақталады. Бұл алынған (177) өрнегі жоғарыдағы берілген (172) 
интегралдық тендеуінің шешімі болады.

Мысал. Тізбектелген өзектер арқылы
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(p{x) -  ~ [ ~ ^ - 1<p{s)ds = 1 + 
In 2 { 1 + 5

интегралдық тендеуінің резольвентасын және шешімін табайық:

Kx{x,s) = K(x,s)  =
1 + 5̂

K 2ix,s) = \Kix,l)K,(,l,S)dt = \ ~ ~ d l  = 
і {\ + г  1 + 5

In 2 х

K J x , S) = \ K ( XJ ) K 2( Ks ) d l = ]̂ \ ~ ~ d l  = 
і 2 І 1 + Г 1 + 5

2 1 + 5 -

Оп2^
V. + 1 +  5 -

I

К j(x,s)  = J K(x, t )KJ_l(l,s)dt
Оп2^
V . z  / 1 +  5

2 •>

Сондықтан бұл тендеудегі өзектің резольвентасы

R(x,s;A) = £ aj~'Kj(x,s) = Я
ln2V"‘

/I г-1 1 + 5 - 1 - *п— л 1
2

+ 5"

ал бұл қатар \л\ < -  -  теңсіздігін қанағаттандырғанда жинақты болады.

Екінші жағынан,

в2 = }}|л:(лгХ>| d + Ц ,
о о о о \1 + $ /

dxds = ^ ^  
24

(178)

Ендеше (173) шартын бұл тендеу үшін

w<2£5- (,79)
түрінде жазамыз.

Ал <]п2 болғандықтан, (178) мен (179) теңсіздіктерден алынған

қатардың жинақтылық аймағы резольвентаның жинақтылық аймағынан кең 
болады.

Берілген интегралдық тендеуде A = —  болғандықтан
In 2

R х,5;
1 ^

In 2
= 2 х

1 + 5'

Олай болса, теңдеудің шешімі
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/ \ і 2 I f  2x 2 / , 2x ->P(x) = l + x + —— I------ y (l + s~)ds = 1 + —— + x~,
In 2 - 1 + s

Я Ғ Н И

<p(x) = 1 + ----- X + x 2.
In 2

In 2

Өзектерді тізбектей анықтау эдісімен мына тендеулердің резольвенталарын 
есептеңіз жэне тендеулерді шешіңіз:

1 П
1.6 . <р(х) -  —  ̂ (p(s)ds = sin х.

as = х.
1 1 1

1 .7 . <р(х) — — f2  x"'(p(s)ds
2 о 
1

1 .8 . <р(х) + ; r j x s in  2 7zs<p(s)ds = cos2^x .
о

1 г1.9. (р(х)--- j  xes (p(s)ds = е х.
2 о

71

2

1 .1 0 . <£>(х) -  J  s i n x c o s s ^ ) ^  = 1.
о

§ 9.2. Өзегі қарапайым Фредгольмнің 2-текті интегралдық
тендеулерін шешу

Анықтама. Егер K(x,s)  өзегін

K(x,s)  = Y j P/ (x)qj (s)
і=і

түрінде өрнектеуге болса, онда оны қарапайым деп атайды. 
Мына

һ
ф(х) -  h^K{x,s)(p(s)ds = / ( х )

(180)

(181)

интегралдық теңдеудің шешімін табайық.
(181) тендеудің (180) өзегі қарапайым кезде

болады. Бұл тең деуді

*  /  п Л

(р(х) -  J Z pf l j  (*) = /(х)
a V 2

(182)

vt x ) - ' £ P i (x)ZJ = f ( x ) (183)
/ = 1
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түрінде жазамыз, мұндағы,
һ

z j = \qj(s)<p(s)ds,  j = 1,2 n. (184)
a

Егер (183) теңдеуінің екі жағын да q^x), j = l,2,...,n. функцияларына көбейтіп, 
одан кейін а -дан Ь -ға дейін х айнымалысы бойынша интегралдасак, онда біз Z г 

j = 1,2,..., п. белгісіз коэффициенты анықгайтын
п һ

Zj - Y j \qi(x)Pj (x)z ld x ) = \ q j {x)f(x)dx,  j = l,2,...,n. (185)
;=t

алгебралық сызықтық тендеулер жүйесін аламыз.
Енді

һ һ
a,j = \q, (x)Pl {x)dx,fi = ^qj {x)f{x)dx  (186)

a a

деп белгілесек, онда (185) тендеулер жүйесі

I - " '  / • '
/=I

l ,2 ,.. . ,n . (187)

түрінде жазылады. Немесе мұны матрица түрінде жазатын болсақ, онда

(.E - A ) S  = F , (188)

мұндағы, Е - бірлік матрица, S = (Z], z 2,...,zn)T,

A = (asX i-r t  = U'f>

Егер Z ,,Z 2,... ,Z n шамалары (187) тендеулер жүйесінің кез келген шешімі болса, 
онда (183) тендеуге байланысты

vKx) = f(x )  + Y iPJ(x)ZJ 
/ |

функциясы берілген интегралдық тендеудің шешімі болады. Егер (187) тендеулер 
жүйесінің бір монді шешімі болмаса, онда (181) интегралдық теңдеудің де 
бірмонді шешімі болмайды.

Мысалы, <р(х)~ ГІ — sin ^sin s + s (p(s)ds = sin 2x
JA Я

беріпген одіспен шешейік:

теңдеуін жоғарыда
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K (x,s)  -  s i n  x s i n  .v + .v -қарапайым өзек, олай болса /J(x) = —sin .г, Я , ( х )  = 1,  
71 л

( 1 .
4\\s ) -  — sm .v, q2(s) = s деп алсақ, онда (186) өрнегі бойынша

о п =  f — s in 2 xdx = 1, о ,, =  [ — sin  xdx -  0,
\ n  J л

f  X 71
o 2, = f — S in x i/t = 2, o „  = fx<ft = 0,

J Л  J-л -n
* П

f\ = \  sin x sin 2xdx = 0, J2 = f x sin  2x<& = -л-.
-71 - л

Сондықтан (187) тендеулер жүйесі

' 0 0' (z Л ( 0 л
v-2 1, VZ2y

түрінде жазылып, оның жалпы шешімі z, = С, z2 = - к  + 2С болады, демек,

<р(х) =  s in 2 x  +  С
1 .

s in x  +  2
\ л

-Я ,

яғни осындай кез келген функция берілген интегралдық тендеудің шешімі болады.
Мына төмендегі өзегі қарапайым Фредгольмнің 2-текті интегралдық теңдеу- 

лерін шешіңіз немесе олардың ішіндегі шешімі жоқ теңдеулерін көрсетіңіз:
Г "
л
1 1п

2 .1 .  (р(х)----- [c o sx s in .s ^ ( .s ) i/v  =  s in x .
7Т  J

2.2. (р(х)~—----- ^chxq>(s)ds = 1.

2.3. ( p { x ) - ^ \ ^ - x 2\ \ - ^ \ p { s ) d s
7 о V 2 J
і

2 .4 .  <р(х) -  J  (1 + х) cos 2 7K(p{s)ds =  х.
0
1

2 .5 .  (p(x)-^x(p(s)ds = c o s2 x.
0

1
2 .6 .  (p(x) -  4 | xs2(p{s)ds = 0.

0
I

2 .7 .  #>(x) + J exscp{s)ds = 0.

x.
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2.8. (p(x) -  j (2x  -  s)(p(s)ds = cos2^x.
0
I 1

2.9. (p(x) -  f(l + 2xs)(p{s)ds = — (x + З).
• 6

I

' 'j \
2 .1 0 . (p(x)-^  — ху + jc2(.s - 1) <p(s)ds = 0.

§ 9.3. Интегралдық тендеулердің 
меншікті сандары мен меншікті функциялары

Аныкдама. Мына
п

(р(х) -  я |  K(x,s)(p(s)ds = 0 (189)

біртекті интегралдық теңдеудің нөлге тең емес шешіміне сэйкес келетін Я пара- 
метрінің (189) тендеудің сипаттаушы сан мэні, ал тендеудің нөлге тең емес 
шешімін меншікті функция деп атайды. Я = 0 болса, онда ол бұл теңдеудің тек

қана нөлдік шешімі болады. Егер Я сипаттаушы саны болса, онда // = — интеграл-
Я

дық тендеудің меншікті саны деп аталады. 9.2 параграфта берілген тендеуге 
сэйкес келетін өзегі қарапайым біртекті

ь( п
ф (х ) -Л \  Y j Pj (x)gJ(s) (p(s)ds = 0

V j~]

интегралдық тендеудің шешімі

<р(х) = Х £ z , ./>(*)
/ = І

функциясы түрінде жазылады, мұндағы,

S = (Z ,,Z2,...,Z„)r (Е -Л Л )5 = 0

тендеудің шешімі болады, an A = (о,Д

b
Pi = \q i(x)Pi(x)dx, i j  = 1,2, n.

1-мысал.
I

(p{x) -  Л \(xs -  2x2)q>(s)ds = 0
о
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теңдеудің сипаттаушы саны мен меншікті функциясын аныктайық. K (x , s )  = 
-  xs  -  2 х 2 -  қарапайым өзек. Ал

А ( х ) ~  х> = —2х2, Q](s ) = si = 1 Деп алып, А матрицасының

элементтерін анықтаймыз. Олай болса.

de t(A -  juE) /' + 0.

Мұндағы, /j - бір ғана А матрицасының меншікті саны. Бұған сойкес 

келетін меншікті векторларды

' 1 n
( . 1) 2 2 ( ZA f°lА + - Е s  = —

V 6 J 1 1 ,0,J ~ 2 y

тендеу жүйесінен анықтаймыз: Z, = С , Z 2 = С.

Олай болса, Z = — = -6, ал оған сэйкес келетін меншікті функция 
И

(р(х) = - 6 (Z ,x  -  2 Z 2x 2) = С ( х -  2 х 2),

мұндағы, С -  кез келген тұрақты шама.
Ескерту. Кейбір жағдайларда (егер интегралдық тендеу Вольтерра түріндегі 

немесе өзегі қарапайым интегралдық теңдеу, яғни (188) теқцеуіндегі A 
матрицасы нөлдік матрица болса) интегралдық теңдеудің сипаттаушы саны 
болмайды.

2-мысал. Мына

п
(р(х) -  Я |x C O S 5 ^(5 )t/5  = 0

-к

интегралдық тендеулердің сипаттаушы саны мен меншікті функциясын табайық:
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бұдан

л

(р{х) -  Axz = 0, z = J c o s s(p{s)ds,
- л

л

(p{z) -  Az I  x c o s  xdx = 0.
- Л

Л

Мұнда, I x cos xdx = 0 болғандықтан, A санының кез келген мэні үшін бұл

тендеудің жалғыз ғана z = 0 шешімі болады. Демек, кез келген А үшін берілген 
интегралдық тендеудің тек нөлдік шешімі болады, яғни сипаттаушы саны 
болмайды.

Мына төменде берілген өзегі қарапайым интегралдық тендеулердің сипаттау­
шы мондері мен меншікті функцияларын табыңыз:

I
3.1. <р(х) -  я | (  1 + 2x)s(p(s)ds = 9.

0
1

3.2. ^ (x )-/lj(l -  x2)(p(s)ds = 0.
0
I

3.3. (p(x) -  Aj\x\(p(s)ds -  0.
-I
К

3.4. <p(x) -  /l|xsin.9^(.?)(iy = 0.
()
Л

3.5. ^(tI-A J cosxcos^ ^ ^ )^  = 0.
0
I

3.6. (p(x) -  a| ( x + s)(p(s)ds = 0.
0
I

3.7. (p{x) -  Aj(xe' + 2s)(p(s)ds = 0.
0
I I

3.8. (p(x) -  A 1 (xsin 2лх----- )cp(s)ds = 0.
J 2 n0
Л

3.9. (p(x) -  2|sin(x + s)<p(s)ds = 0.
0

Л

3.10. (p{jc) -  Ajcos( jc -  s)cp{s)ds -  0.
0

§ 9.4. Фредгольм теоремалары

Фредгольмнің 2-текті интегралдық тендеуінің

һ
<р(х) -  Aj  K(x,s)(p(s)ds = / ( jc)

a
(190)
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өзегі жэне бос мүшесі K(x,s ) , f (x)  е  L2[a,b\ болса, онда төмендегі тұжырымдар 
орынды.

1° Фредгольм теңдеуінің санақты жиыннан артық сипаттаушы сандары бол- 
майды, олар тек шексіздікте шоғырланады.

2°. Егер л сипаттаушы сан болмаса, онда берілген интегралдық тендеумен 
оған түйіндес теңдеулер кез келген бос мүше үшін әркайсысы бірмэнді шешіледі.

Ал бүлардың сэйкес біртекті теңдеулерінің тек нөл шешімдері болады.
3°. Егер Л сипаттаушы сан болса, онда біртекті интегралдық тендеу нөлге 

тең немесе тең ақырлы санды шешімдері болады.
4". Егер Л сипаттаушы сан болса, онда біртексіз интегралдық тендеу шешілуі 

үшін бос мүшенің сәйкес біртекті түйіндес теңдеудің барлық шешімдеріне орто- 
гонал болуы қажетті жэне жеткілікті

Мысал. Мына

тендеудің шешімдерінің Л параметрге тәуелділік жағдайларын зерттейік. Бұл тең- 
деуді шешу үшін алдымен,

/г
(191)

(Е -  ЛА)Б -  Ғ (192)

теңдеулер жүйесін шешуіміз қажет, мұндағы,

b

а

Бұл тендеу бойынша Ң(х) = х 2, Р2(х) = х, q,(s) = cos5, q2(s) = sins;

п к

-7Г - п

п к

- п - п

Бұдан (192) тендеулер жүйесі

\ -  4пЛ 0 Ү z,) (
к 0 1 + 2лЛ\ z 2J

(193)

түрінде жазылады.

177



Мы на

d e t(£  -  ЛА) = (1 + 2тгЛ)(1 -  4пЛ) = О

сипаттамалық тендеудің л, = — , Л2 = —— түбірлері берілген интегралдық тендеу-
4л 2 л

дің сэйкес біртекті тендеуінің сипаттаушы сандары. Демек, кез келген Я, * у —,
4 к

Л2 * —— сандары үшін (193) теңдеулер жүйесінің
2л

л
'■ 1 -4лЯ ’ 2

, z 2 = О

жалғыз шешімі болады, ал бұларға сэйкес келетін (191) теңдеудің шешімі

/ ч 1 1 1 1<р(х) = cos х н-------------, Л * — , Л * --------.
1 -  4лЛ 4л 2л

Ал Л = Л] = —  болғанда, (193) жүйесін 
4л

' 0  0 " \ (
Л

2 =

0  -о 4 Z 2 y
V 3  у

түрінде жазамыз. Бұл жэне осыған сэйкес келетін интегралдық теңдеудің шешімі 

болмайды. Ал Л = Л] = —— жағдайда, (193) жүйесі
2 л

'3 0' V ' л л
v0 Oj

түрінде жазылады.

Бұл жүйенің шешімдері z, = у , z 2 = С  жэне оған сэйкес келетін теңдеудің 

шешімі

^ (x) = cosjc + A2(z,jc2 + z 2x) = cosjc-  — JC2 + Cv.
6

Мына төмендегі өзектері қарапайым теңдеулерді Л параметрлерінің эртүрлі 
мэндерінде зерттеңіз:

і
4.1. (р{х) -  Л \ jc(1 + s)<p(s)ds = х2.

о
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4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

(p(x) -  A.^xcp(s)ds = sin 2лх.
0

<p(x) -  Д |(1  + 2x)<p(s)ds = 1-----x.
0 ^
1

cp(x) -  Л j x s i n  2s ■ (p(s)ds -  x.
0
n
4

(p{x) -  Л J tgs<p(s)ds = c/gx.

^ ( x )  -  Л j arccosx<p(s)c/s = , ^
0 V I - x 2
n

(p{x) -  / i j s in  XCOSS(p{s)ds = cosx . 
0
1

^ ( x ) - / t j ( l  + xs)<p(s)ds = sin лх.
-i

f • 3#>(x) -  Л I (x  + s)(p(s)ds = — + —x.
-i 2 2

к
(p(x) -  Л j  co s(x  + s)(p{s)ds =  1.

§ 9.5. Симметриялық өзекті 
Фредгольмнің 2-текті интегралдық тендеулері

I. Егер Фредгольмнің интегралдық теңдеуінің K(x,s) өзегі

K(x,s) = K(s,x), Vx,s е [a,b] (194)

шартын қанағаттандыратын болса, ондай тендеуді симметриялық деп айтады.
Симметриялық өзекті Фрегольмнің интегралдық теңдеуі үшін жоғарыдағы 

9.4 параграфта келтірілген 1° — 4° қасиеттермен қатар мына екі тұжырым да 
орынды.

1. Нөлге тең болмаған симметриялық өзекті интегралдық теңдеудің ең
болмағанда бір сипаттаушы саны болады.
2. Симметриялық өзектің сипаттаушы сандары нақты сандар, ал түрліше 

сипаттаушы сандарға сойкес келетін меншікті функциялары ортогонал болады.
Қолданбалы есептерде симметриялық өзекті интегралдық теңдеулер кэдімгі 

дифференциалдық тендеулер үшін біртекті түйіндес шеттік есептердің шешімі 
ретінде кездеседі.

Бұл жағдайда интегралдық теңдеудің сипаттаушы сандары мен меншікті 
функцияларын табу мэселесі жоғарыда айтқан дифференциалдық теңдеу үшін 
шеттік есепті шешуге келтіріледі.

Мысалы.
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Js(x + 1), 0 < x < s <\, 
K(x,s) = (

[ ( s  + l)jC, 0 < S  < X  < 1
(195)

симметриялық өзектің сипаттаушы сандары мен меншікті функцияларын анык- 
тайық.

Берілген өзекті біртекті
і

(р(х) -  я |  K{x,s)(p{s)ds = 0 (196)
0

интегралдық теңдеуін

(р(х) =  Л
х  і

* j  (.V + 1 )(p{s)ds + (jc + l ) j  scp(s)ds
V  о

түрде жазайық.
Енді осы өрнекті екі рет дифференциалдап,

(197)

(р\х) = Л
X

| ( 5  + 1 )(p(s)ds + х(х +
\0

I \
l)^(x) +Js^s)cfa-(jt+l).X^(jc) ,

)
(198)

(р”{х) = Д((.ү + 1)<р(.ү) -  х(р(х)) = Л(р{х) (199)

өрнектерін аламыз. Бұлардан Л саны мен белгісіз <р(х) функциясы

ср\х) -  Л(р{х) = 0 (200)

теңдеуін қанағаттандыратыны шығады.
Енді (р{х) функциясы үшін шекаралық шарттарын қарастыралық. Ол үшін 

(197), (198) өрнектерінің х - 0  жоне х -  \ болған кездегі мондерін есептейік:

і і
#>(0) = Л ^ ф ^ ^ я ,  (р( 1) = л \ (s + 1).ү^ (л )с/.9,

о 0
I I

(р'(0) = <р'(1) = Я | (s + l)s<p(s)dk.
о о

Бұдан (р{х) функциясының шекаралық шарттары

Ф )  = <Р'(0\ <Р(\) = ^О). (201)

Сонымен интегралдық теңдеудің сипаттаушы сандары мен меншікті функ­
цияларын табу мэселесі (200), (201) шекаралық есептің сипаттаушы сандары мен 
меншікті функцияларын табу есебіне келді.

Төмендегі үш жағдайдың эрқайсысын жеке-жеке қарастырайық.
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1) 2 = 0 болсын. Бұл жағдайда (200) теңдеуі <р" = 0 түрінде жазылады, ал 
оның жалпы шешімі

<р{х) = С, + С2х (202)

болады. Енді осы шешімге (201) шекаралық шарттарын пайдаланып С,=С2-  0 
болатынын анықтаймыз. Сонымен, бұл жағдайда, яғни я = 0 болса, онда ср(х) = 0.

2) Я = со2 > 0 болсын. Бұл жағдайда (200) теңдеуі

(р"{х) -  со'ср(х) -  0

түрінде жазылады да, оның жалпы шешімі

<р( х) = Схе,ох + С2е~ш

болады. Бұл шешімге (201) шекаралық шарттарын пайдаланып, С, мен С, белгісіз 
коэффициенттерін анықтайтын

СО 1 + со Үс, )
со ^ со - t o  . , ^ - t ое -  сое е + сое

,'оЗ
,0,

(203)

тендеулер жүйесін аламыз. Бұл жүйенің нөлге тең емес шешімі болуы үшін тек 
қана

1 -со  1 + со

ew -  соеш е~ю +  сое~ш
-2(1  -  со1)shoo = 0

болуы қажет, яғни со = ±1 немесе Л = со2 = 1. Бұдан со = 1 үшін (203) тендеулер 
жүйесінен

"0 2 N
А " А А "

2 = => =
0 - *4̂ 2 у Л S '!  У A

V е J

аламыз, демек, ср(х) = Схех, мұндағы, С, -  const. 

Дол осылай со = -1 болғанда

2 0 N
A " A А ' ' 0  N

2 = => =
-  0 А г у А гу a J

\ е  /

ендеше, ср{х) = С2е х, мұндағы, С2 = const.
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Сонымен А = со2 > 0  үшін кез келген меншікті функциясы <р(х) = С,ех + С2е х 
өрнегімен анықталады.

3) А = -со2 < 0 болсын. Бұл жағдайда (200) тендеуі

(р"{х) + со1 ср(х) = 0

түрінде жазылады да, оның жалпы шешімі

ср(х) = С, cos сох + С , sin сох

болады. (201) шекаралық шарттарын пайдаланып, С,, С 2 белгісіз коэффициент- 
терін анықтау үшін

f  1

, ( - 1)"
-  П 7 Г

- П 7 Г ( - \ ) П

Үс0
> V̂ 2y ,0,

(204)

теңдеулер жүйесіне келеміз. Бүл теңдеулер жүйесінің со2 sin со = 0, яғни 

соп = 7т,х\ = ±1,±2,... немесе Лп -  —со] = - ( r n f  ,п  е  N болғанда, (204) жүйесінен

(\ -п  п 

— П7г(— і)"

Л
сА  *; Л

теңдеулер жүйесін аламыз. Бүдан С, =тт,С2 = С  жэне ср(х) = С (ттcosтп + С2sinплх), 
мұндағы, с  = const.

Сонымен, бұл жағдайда Ап = - (пл)2,п е N сипаттаушы сандарға

срп (х) = тт cos ттх + sin лпх, n е  N 

меншікті функциялары сәйкес келеді.
Осы қарастырылған үш жағдайларды былай қорытындылауға болады: 

берілген симметриялық өзектің сипаттаушы сандары мен меншікті функцияларын 
табу мәселесінің шешімі

Л) — ф()\ ^ ’ Фо2 ^ >
Лп = -(п7г) , срп (дг) = 7tn cos ттх + sin ттх, n e N

болады.
Мына симметриялық өзекті интегралдық теңдеулерді кодімгі дифферен- 

циалдық теңдеу үшін біртекті шеттік есептерге келтіру жолымен сипаттаушы 
сандар мен меншікті функцияларын табыңыз:
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5.1. K(x,s)

5.2. K(x,s)

5.3. K(x,s)

5.4. /^(x,.?)

j(.V-l)x, 0 < X < .9, 
j.v(x-l), S<X<1. 
\~X,  0 < x < s,

\ - S ,  S<X<1.
J -  x  - 1 ,  0 < x < s, 
j-.V-l, S<X<1.
J c o s s s in x ,  0<X<S,
[sin S  COSX, S <  X <  Л".

5.5. A^x,,?) — e 'chx,

-  chse \

0 < x  < s, 

s < x  < 2.

5.6. A^(x,^) = ^ s in  I x - s I, 0 < x < ,v < n.

I. Егер симметриялық өзекті біртекті емес

п

(р(х) -  я |  K(x,s)(p{s)ds = / ( х ) (205)

интегралдық тендеуі беріліп, оның өзегі

|||АГ(х,у)| dxds
a  a

< +00

шартын қанағаттандырса, онда бұл теңдеуді төмендегіше зерттеуге болады.
Мына

Лп,... (206)

сандары K(x,s) өзегін сипаттаушы сандар тізбегі, ал

<Р\{х\ (р2{х),...(рп{х),... (207)

сол сандарға сэйкес келетін меншікті функциялары болсын.
Егер (205) теңдеудегі Я параметрі сол теңдеудің сипаттаушы Лп,п  = 1,2,... сан-

дарының ешқайсысымен сәйкес келмесе, онда ол теңдеудің шешімі жоғарыдағы 
3°- Фредгольм теоремасы бойынша жалғыз шешімі бар жэне ол тендеу барлық 
/ (х) үшін шешіледі

(р(х) = /(* ) + я £  <р(х) (208)

өрнекпен анықталады, мұндағы,

f n = f f ( x)Pn(x)‘b> п = 1,2,... , (209)
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Ал егер Л параметрі эйтеуір бір г рангілі сипаттаушы санға сэйкес келсе,
Я Ғ Н И

^  =  Аи + 1 =  К  + 2 ••• =  К  + г

болса, онда (205) тендеудің шешімі сол г рангілі меншікті функциялар / (х) функ- 
цияға ортогонал болған жағдайда, яғни

ь
 ̂f  {x)(pn{x)dx -  0 , n = m + \, m + 2,...,m + r  ( 2 1 0 )

a

шарттар орынды болғанда ғана болады. Бұл жағдайда (205) теңдеудің шексіз көп 
шешімі:

(р(х) = / ( х )  + Л £  ■ j ^ ^ n(x) + Cl(pm+l(x) + C2ipm+2 (х) + ... + Сг<рт+г(х)
n t т + \ ,...,т  + г ^

өрнегімен анықталады, мұндағы, С ,,С ,, . . . ,С Г тұрақты шамалар.
Мысал, өзегі

болатын

^(х ,^ ) =
f c o s s s i n x ,  0 < Х < 5 ,  

[ s i n ^ C O S X ,  S < Х < 7 Г
(211)

п
(р{х) -  K(x,s)ds

0
(212)

интегралдық тендеудің Л параметрінің эртүрлі мәндері үшін барлық шешімдерін 
табайық.

5.4-есебі бойынша (211) өзектің сипаттаушы сандары мен меншікті 
функциялары

/ ч . 2п +1 л , _, <р„(х) = sin х, w = 0,1,2,...Л = - 1 +
2 п +1

болады, мұндағы, эрбір сипаттаушы сандар г = 1 рангілі, ал меншікті функциялар 
тізбегі өзара [о,л-] кесіндіде ортогонал, бірақ нормаланбаған. Ал нормаланган 
меншікті функциялар

2 . 2w + l
<Рп (*) = J -  sin— — х, п = 0,1,2,... 

V к  2

жогарыдағы (212) өрнегі бойынша /(* ) = ^  -  sin ^  функциясы үшін
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X
f„ = J - - s i n -  IJ—Sin

2  . 2 / 7  +  1 xdx =

0, n = 0, 
2 1
к 2n +1

,/7^0

түрінде жазылады; сонымен Я ф Я„, п = 0,1,2,... болғанда, (212) интеграпдық теңдеу- 
ДІҢ

Л" X 1
(р(х) = ------Sin----ЬЯ> -----

4 2 Т І Л - Л  2/7 + 1

. 2/7 + 1S i n ---- X
2

n - 0

• • 3 7Г JC Jtжалғыз шешімі, ал Я =  Л0 = болғанда, f  (х )  = — -  sin — фунісциясы <pn(x) = sin —

меншікті функцияға [o,/r] кесіндіде ортогонал болғандықтан

<р(х)
Л  X  . X--------sin----
4 2 2

2 / 7  +  1sin------ X
2

п(п + 1)(2/7 + 1)
+ Csin-

түріндегі шексіз көп шешімдерінің жиыны болады, мұндағы, с  -  кез келген 
тұрақты шама.

Ал Л = Лп, /7 = 1,2,... жағдайда теңдеудің шешімі болмайды.
Мына біртекті емес симметриялдық өзекті интегралдық тендеудің Л пара- 

метрінің әртүрлі мэндеріне сәйкес келетін барлық шешімдерін табыңыз.
і

5.7. <р(х)~ Л [ K(x,s)<p(s)ds = 1, K(x,s)  =
0
1 л

5.8. ^ (х )-Я [K(x,s)(p(s)ds  = sin ;zxcos —х, K(x,s)  =
о 2

Г- х, 0 < х < s, 
\ - S ,  S < X < 1 .

f(s-l)x, 0<X<S, 
[s(x-l), S<X<1.

5.9. (p{x)~ Л^К{х,х)(р{$№ = x - л, K(x , s )
0

fsinscosx, 0<X<5, 
[cosxsinx, s<x</r.

5.10.

5.11.

я  j

(p(x) -  я | —sin|x -  s\(p{s)ds

2

(p(x) = Я J |x |^ (x )d ?  + x 2.
- 2

§ 9.6. Фредгольмнің анықтауыштар әдісі

Егерде 2-текті Фредгольмнің интегралдық теңдеуі
ь

(р(х) = Л^К(х,8)(р(8№ + /(х ) (213)

берілсе, онда оның шешімі
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b

(p{x) = f{x)->rA^R(x,s,A)f(s)ds (214)
a

өрнегімен анықталады, мұндағы, R( x , s ; A ) ~  интегралдық тендеудің K(x , s ) өзегінің 
резольвентасы.

Ал резольвента мероморфты функция болғандықтан, оны барлық жағдайда 
Л айнымалыға қатысты бүтін функциялардың қатынасына тең деп қарастыруға 

болады. Бұл жағдайда резольвента полюстері тендеудің өзегінің меншікті сандары 
айнымалыларына тоуелсіз, сондықтан бұл бөлшектің бөлімі тек кана л -ға 

тоуелді болады. Сонымен

R ( x , s ' A ) = D U ' s U ) ,

D(A)
(215)

мұндағы, D(x,s,A ) ,  О(Л) жоғарыда ескертілгендей Л -га қатысты бүтін
функциялар жоне О(Л) *  0 ,  олар

D(x,s'A) =  l +  B J x . s U ’ , 
71 п\

(216)

CC /  1ЧП

D U )  =  1 +  Y ~ C , A
n 1

(217)

Бұл екі өрнектегі:

B0(x,s)  =  K{x, s ) ,  

K{x,s)K(x,s])...K(x,sn)
ь һ

Bn(x,s) = \ . . . \
K(s ], s )K(s],sl)...K(sv sn)

dsxds2...dsn,
a a 

п K(s„,s)K(sn,S])...K(sn,sn)

ь һ

с . = Н

/:(5р 5,)а:(5і,52)...а:(5,,5п)
K(s2,s )K(s2,s2)...K(s2,sn)

K( sn,S])K(sn,s2)...K(sn,sn)

d .s .ds , . . .d s . (218)

• Ескерту. Ьұлар теорияда толық беілген.
Ал, мұндағы, D(x,s\ Л) -  Фредгольм миноры, О(Л) -  Фредгольм анықтауышы 

деп аталады.
һ һ

Егер ^ K 2{x,s)dsdx < +оо болса, онда (216), (217) қатарлары Л -ның барлық
и и

мэндерінде жинақты болады.
1 мысал. Өзегі K(x,s)  = xe ' интегралдау шекаралары « = о,Ь = 1 болатын инте- 

гралдық теңдеудің резол ьвентасы н табу керек.
1Я£



Шешуі:
#0(x,s) = K(x,s) = xe~\

В
I

(*,$) = {
xe xe

s y  sxe
ds. = 0,

S2(*,s) = jj
о о

xe xe xe

sy ŝ e 1 sy
s2e~s s2e~s' ŝ e~

ds.ds2 = 0,

’T~ . , 2K

B}(x,s) = 0 ,...,Bn(x,s)  = 0,
i I

C, = J К (.v,, .V, )ds] = I ŝ e~s'ds\ = 1

< JJ

2
e

о 0

ste 1 ste 
s2e~'] s2e 

C3 = 0,...,CP = 0

dstds2 = 0,

Демек, D(x,s;A) = xe \

D(A) = 1 -  (1 -  2e')A,

олай болса, fi(x,s;A) = xe
( 1 - 2  е~')А'

Егер өзегі K(x,s)  = xe~s болатын

1

(p{x) = xe '<p(s)ds + ex, A = 2

Фредгольмнің 2-текті интегралын анықтауыш эдісімен шешу керек болса, онда 
жоғарыдағы резольвентаны пайдаланып, теңдеудің шешімін анықтаймыз

ср(х) = ех + 2 f ------ — -----т— esds = ех +
Ү J 1 -  (1 -  2е“' )2

2х
1 -  (1 -  2 е )

1-ескерту. Жоғарыдағы (218) өрнектерді бірнеше рет интегралдау қажет 
болатындықтан пайдалану қолайсыздық тудырады, сондықтан оның орнына

и

Bn(x,s) = CnK(x,s)  -  w jK(x, s i)Bn_i(sl,s)dsl, n =  0,1,2,...,

мұндағы,
B0(x,s) = K(x,s) ,  C 0 = 1,

b
C n = \ B n_ \ ( x , x ) d x ,  n > 0

a

өрнегін пайдаланса, элдеқайда қолайлы жоне

= An = \ K { x , x ) d x ,  п - 1,2,...

өрнектерін де тиісті жерлеріне пайдаланған кейбір жағдайда тиімді.
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2-ескерту. Кейбір жағдайда өзектері K(x,s)  = Уі(-х) - f 2(s) және
һ
\ f \ ( x ) f 2(x)dx = A болатын D(A) = 1 Я A, D(x,s;A) = / j ( x ) -  f 2(s)
a

интегралдық теңдеудің шешімі

<p(x) = f  (x ) + ^ ~ ^ f , { s ) f 2{s)ds
a

болады.
Фредгольмнің анықтауыштарын пайдаланып, мына өзектердің резольвен- 

таларын табыңыз:
6.1. K(x,s)  = 2 x - s ,  0 < s < 1, 0 < s < 1.
6.2. K(x,s)  = X 2 s -  xs2, 0 < x < 1, 0 < 5 < 1 .

6.3. К(х,s) = s in х c o sw , 0 < x < 2к,  0 < s < 2л.
6.4. K(x,s)  = xs, 0 < х < 1 ,  0 < 5 < 1 .

6.5. K(x,s)  = s in x  -  sin.v, 0 < х < 2 л \ 0 < 5 < 2л\

6 .6 .  K(x,s)  = c o sx  + cos.v, 0 < 5 < 2л% 0 < 5 < 2л \

6.7. K(x,s)  =  Sin 2х  -  Sin 2s, 0 < Х < 7 Г ,  0 < S < 7 T .

6 .8 . K(x,s)  = s in x  + sin.v, 0 < x < 2к,  0 < s < 2л .

Енді жоғарыда берілген 1 -ескертуге мысал келтірейік.
Өзегі K(x,s)  = x - s  айнымалар 0 < х < 1, 0 < 5 < 1 өзгерген жағдайда:

демек,

і

С0 = 1, С, = |Л 0(5,5)сА,
0

' ' (В] = BQ(x -  5, )(.V, -  s)dS\ = (Х5, -  5,2 -  Х5 + s{s)ds{ = - X  +  5  1
---------- xs —

2 3

C 2 = - / ( j - j 2 = ^ , В2 = ~ (х — 5 ) + 2J (х 5,)( 5 ,  +  5 1
■V -  - ) ^ і  =

1 .  . XV,  Х 5= - ( x - , )  + 2j - 1  +
\

Х 5 ,5
X  .V, 5 , 5  2 5 ,------1---- — + 5. 5 + —
3 2 2 3

х + 3

ds, = О,

Я2 (
D{X) = 1-----, £>(х,5;Я) = х-5  + 1 + Я

6 V

П
------- xs —
2 3

X  -  5  +  Я
/?(х,л;Я) =

х + 3
-  xs -  

2 3
Я2

Рекуренттік қатыстарды пайдаланып, мына өзектерге сәйкес резольвенттерді 
табыңыз:

6.9. К ( Х , 5 )  =  3X5 + 1, 0 < Х < 1 ,  0 < 5 < 1 .

6.10. К (х,5') = х(4л’ — х), 0 < Х < 1 ,  0 < 5 < 1.

6.11. K(x,s)  = c ", 0 < Х < 1 ,  0 < 5 < 1 .

6.12. K(x,s)  = cos(x + s), 0 < х < 2л, 0 < 5 < 2 л \
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10. И Н ТЕГРАЛДЫ Қ ТЕН ДЕУ Л ЕРДІЖ У Ы Қ ТА У
ӘДІСІМ ЕН Ш ЕШ У

Интегралдық тендеулерді сандық жуықтау әдісімен шешудің әртүрлі жол- 
дары бар. Ол эдістерді

һ

(р{х)~ K(x,s)cp{s)cls = f {x ) (219)
a

Фредгольнің 2-текті интегралдық тендеуін сандық жуықтау әдісімен шешу 
арқылы түсіндірейік.

§ 10.1. Ш ектелген қосылғыш тар әдісі

Бұл эдіс анықталған интегралды

һ п
j  F{x)dx = МіҒ(хі) + RF (220)
а  / =  1

квадраттық функционалды жуықтап есептеуге негізделген, мұндағы, м {і = 1,2,...,«) 
-  [a,b] кесіндідегі х(/ = 1,2,...,«) нүктелерінде тұрақты ғ(х) функцияға тэуелсіз 
коэффициенттер, ал RF- пайдаланып отырған әдіске байланысты болатын қатенің 
шамасы.

Бірдей қашықтықтағы х, =а + (і-і)һ,һ = - —-,( / = 1,2,...,«) нүктелері үшін (220)
«

функционалдағы м, еселіктері мынадай мағыналы:
1) тіктөртбұрыштың функционалы үшін:
М, = //,,/ = 1,2,...,«-1,Л„ =0;

2) трапециялардың жалпы функционалы үшін:

а  =  а п - | , л 2 =  а 3 = .. .  = 4 , - і = /?;

3) Симпсонның « = 2т +1 болғандағы жалпылама функционалы үшін:
Һ . л 4 Һ

Д — 2̂т + \ — у ’^ 2 ~ ^4 — ■■■ — Л2т —  ̂ ,

, 1Һ
А 3 — А 5 — ... -  А 2ш-| -  .

Мынадай

<Р(Х, ) = <Р,Л U  ,Xj )= К .., /(* ,. ) = / , / ,  j  = 1,2,- • •, n
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белгілеулерін енгізіп, (220) функционалын пайдалана отырып, (219) тендеуінен 
эрбір х, нүктедегі белгісіз щ функциялары үшін

9, = / , /  =  1,2, . . . , «  ( 221 )
7 I

алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз. Бұл (221) тендеулер жүйесі алгебрадағы 
белгілі эдістердің біреуімен шешіледі.

Міне, осы (221) жүйесінен ц>і функциясын тауып, (р[х) үшін жуық анали- 
тикалық

= f ( x )  + M jK {X’Xj )р,
і  I

шешімін анықтаймыз.
Мысал. п = 3 үшін Симпсонның квадраттық функционалын пайдаланып,

і
(р{х)~ 0 ,5 |  xes<p{s)ds = е

0

интегралдық теңдеуін шектелген қосылғыштар эдісімен шешейік.
Шешуі. Бірдей қашықтықтағы х, = 0 ,х 2 = 0,5, х , = 1 нүктелерін белгілеп алайық.

Тендеудегі K(x , s )=xe  ' өзегі мен f ( x )  = e х белгілі функциясының (x(. , j y) жэне хі 

нүктедегі мәндері төмендегі кестеде көрсетілген:

V — — — 0 0,5 1

0 0 0,5 1
0,5 0 0,8244 1,6487
1 0 1,3592 2,7183

/  = /(*,)
0 0,5 1

I 1 0,6065 0,3679

Бұл мысал үшін Симпсонның квадраттық функционалы

һ 1
[ F{x)dx = - [ F ( 0 )  + 4 Ғ (0 ,5 )+  Ғ(І)\  
J 6

себебі А = —,Л,= — = —,л2= — = —,Л, = — = —.
2 3 6 2 3 3 3 6

Енді (р(х) шешімінің & / = 1,2,3 мэндерін (221) функционалы бойынша табу 
үшін кестеде берілген Kir f  мондерін пайдалансақ, онда
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У\ =1

< у 2 -% ^ -(0 ,5  V, + 3 ,2 9 7 6  V, +1,3592 v , ) = 0,6065, 
о

Уз -  ~  (>’, + 6,5948^2 + 2,7183 V,) = 0,3679 I 6

алгебралық тендеулер жүйесін аламыз. Осы теңдеулер жүйесінен

<р} = \,<р2 = 1,1079, ̂  = 1,3706.

Демек, интегралдық тендеудің жуық шешімі

<р(х) = е х + 1,003х

болады.
• Ескерту. Осы талдаған әдісімізді

ь
( р { х ) ~  A ^ s ^ s ) ^  = f { x \ a  < х  < b

и

Вольтерраның 2-текті интегралдық тендеуіне де қолдануға болады, бірақ мұнда 
тендеудің өзегі К 0 =  0, j  > і.

Себебі өзегі А'(*,<>) болатын Вольтерра тендеуін

( , [л :(х ,5 ),а< 5 < х ,
К П /[0, х  < s

өзекті Фредгольмнің 2-текті тендеуіне келтіріледі.

§10.2. Моменттер әдісі

Бұл әдіс бойынша интегралдық тендеудің жуық ф ( х )  шешімін f ( x )  функция- 
сымен [a,b] кесіндіде <рх( х \ у 2( х ) , . . . , у И( х ) ,  т.с.с. сызықтық тәуелсіз функция- 
лардың сызықтық комбинациясының қосындысы, яғни

Ф(х) = ^ Л х) = f ( x )  + Y JCi(pi(x) (222)
і=і

түрінде іздейді, мұндағы, С,,С2,...,Сп- белгісіз тұрақты шамалар. (222) жуық шеші- 
мін (219) теңдеуге қойып,
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(223)R[<p{x)\ =  ^  С'ф, (x) -  C,(P, (x ) -  Я J К (x, s ) f ( s )d s
I \ 1=1 a

айырымын аламыз, мұндағы,

h

¥,(x ) = \K(x,s]fp{s)ds,i  = 1,2
a

Моменттер одісі бойынша C,,C2,...,C„ белгісіз еселіктері айырымдар мен 
<р,(х\(рі{х\...,(рп{х) функциялардың әрқайсысына функционалдық шарттарынан 
пайда болатын тендеулер жүйесінен

һ
J R[(pn(x )\p{x )dx = 0 ,/ = 1,2,...,«
a

анықталады. Бұл соңғы жүйені (223) функционалына пайдалансак,

Z с <(аи - Щ ) = г А і = 1’ (224)
і=і

тендеулер жүиесін аламыз, мұнда,

һ һ
a 4 =  j  <Рі (х)<р, (x )d x , Д, =  j  dxJ a :(x , s)^, ( (s)c&,

a  a a

b b

Г, = \ d x \ K  (x, 5 ) f ( s  fa  {s )ds.

Егер (224) тендеулер жүйесінің £>(/l) = det(ay -J30) анықтауышы нөлге тең 
болмаса, онда С,,С2,...,С„ коэффициенттері бірмонді анықталады. Оларды (222) 
өрнегіне қойып, жоғарыда берілген (219) интегралдық теңдеудің жуық шешімін 
аламыз.

Мысалы, мына
і

(р{х) — J* K(x,s)<p(s)ds =  1
0

тендеудің жуық шешімін табайық, оның өзегі

K(x,.v) =
J(.v -  l)x,0 <  х  <  s, 

\ s (x  -  l),.V <  X <  1.
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A I

<p{x) -  J.y ( x  - 1 )cp(s )ds + 1 (.V -  1 )xcp{s )ds
VO r

= 1.

Егер жуық шешімді (p(x) = ^ ( x )  = 1 + c,x + C ,x 2 деп белгілесек, онда айырым 
мынаған тең болады:

Я[(р2(х)] = С]х + С2х2 -
4  Л

( x - \ ] C \ j  + C2- + х С,

с, ( X3 x 2> C2 ^ ( x 4 x 3 >
— — ----- — + C-, —

V 3 2 J 12 2V  4 3 J

(х -  і)х 2 ^ х(х - 1)"

2 2

Ал R[(p2 (х)] айырымның х жоне х2 функцияларға функционалдық шартынан

' і
I  R\(p2 (x)]xt/x = 0,
0 
1
J R\(p2(xtyc2 dx =  0.
.0

теңдеулер жүйесін аламыз. Бұл жүйедегі интегралды есептеп,

Г0,3555С , + 0 ,3 1 4 6 С 2 = -0 ,1 1 6 7 ,

10,263 8С, + 0 ,2 4 1 7 С 2 = 0 ,0 2 5 .

түрінде жазып, осы жүйенің с, = 0,027, С2 =-0,029 шешімін табамыз. Сонда беріл- 
ген интегралдық теңдеудің жуық шешімі

(р{х) =  1 + 0 ,0 2 7 х  -  0 ,0 2 9 х 2

болады.
• Ескерту. Біз бұл келтірілген мысалда жуық шешімдердің дэл шешімнен 

айырмашылығын бағалау мәселесімен шұгылданбадық. Қажет болған жағдайда [6] 
оқулықты ұсынамыз.

Жоғарыда келтірілген әдістердің ыңғайлысын пайдаланып мына төмендегі 
интегралдық тендеулердің жуық шешімдерін табыңыз:

1 . X V

1.1. <p(x)- j e  2 (p(s)ds = tgx.
о

1.2.

1.3.

 ̂ I
(p{x)— J ( x 2 + sinX5)^(5)cfe =  co s2 x .

, I
(p{x)+— Jxln(x2 + 10^2 +3 \>(s)ds = x2 + 3x.
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1.4 .

1.5.

1.6.

1.7.

1.8. 

1.9.

1 I

(p{x) - 1 (l + sin exs )p(.y )c/s = — x +1.

I

(p{x)+ 5 j exs*s (p{s)ds -  ln(l +  jc)
0

^ ( х ) + | ( х 8 1 П 5 - л / ^ ] ^ ( ^ ) с / 5  =  C O s 3 j C .

0
1

(p{x)-1 + x2 coss\){s)ds -  x -  2.
0

1
(p{x)~ 4 j xexs+s (p{s)ds = e2x + 8.

0
X

(p{x)- J ( jc -  sin xs)p{s)ds =  sin jc, jc e  [0,l],
0

X

1.10. (p{x) - 1 (l +  x1 s -  exs \){s)ds  =  e2x +  jc ,  jc  e  
0

[0,1}

§ 10.3. Бубнов-Галеркин әдісі

Біртекті емес Фредгольмнің
ь

(р{х) = f ( x )  + A.^K(x,s)(p(s)ds (225)
a

2-текті интегралдық тендеудің Бубнов-Галеркин эдісімен жуық шешімін табу 
үшін L2[a,b] кеңістігінде толық сызықты тәуелсіз {t/„(jc)} функциялар тізбегін 
тандап алып, жуық шешімін

Я,(*) = Х  **“*(*) (226)
*=і

қосынды түрінде іздейді, ал мұндағы, аі,а2,...ап белгісіз коэффиценттерін

(<Р„ (х),ик ( j c ) )  = ( / ( j c ) ,  ик ( j c ) ) + я И К  (х, s)<pn (s)ds,uk ( j c )  \ к  = 1,2,..., п (227)

ь
алгебралық тендеулер жүйесінін анықгайды. Теңдеудегі ( / ,g )  = J/(jt)g(jt)<& жэне

(рп{х) орнына (226) қосындыны алу керек.
Егер (225) тендеудегі Я параметрі сипаттаушы сан болмаса, онда п жеткі- 

лікті үлкен шама болғанда, яғни л-»оо жағдайда (226) қосындысы L2[a,b] 
кеңістігіндегі өлшем бойынша (225) интегралдық теңдеудің дэл <р(х) шешіміне 
жинақты болады. Тендеуді Бубнов-Галеркин эдісімен шешейік.

Мысал.
і

(р{х) = х + J xs<p(s)ds. (228)
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Шешуі: [-1,1] кесіндісіндегі толық Р„(х),п = 0,1,2,... Лежандр полиномдарын
п

таңдап алып, теңдеудің жуық шешімін <рп(х) = ^ а кРк(х),п = 1,2,3 қосынды түрінде
к =і

қарастырайық, яғни (п=3 үшін) (ръ (х) = а1Л + а2-х + а3 З х 2 - 1 түрінде іздеиміз.

Муны (227) өрнекке қосайық

ах + а2х + а2Зх - 1
х + [ xvI <я, + a2s + а23.v - 1

ds
-I

немесе

З х 2 - 1  2
а, + а7х + а-,---------- = х + х ■ — a

2 3 '
(229)

Бұл (229) өрнегін біртіндеп, 1,х, З х - 1 функцияларына көбейтіп, х айны-

малы бойынша -1 ден 1 -ге дейін интегралдап, сонда

2 ах = 0,

2 9< — з— а,
3 2 4 1

жүйені аламыз. Осы соңғы жүйеден белгісіз ах = 0,я2 = З,а3 = 0 айқындаймыз, демек, 
<р2(х) = Зх. Ал бұл функция теңцеудің дэл шешімі болады.

Бубнов-Галекиннің жуықтап шешу әдісімен төмендегі интегралдық тендеуді 
шешіңіз:

і
3 . 1 .  (р(х)  =  I  (xs +  х2 )(p(s)ds.

-\
f 7 43.2. (p (x )= \{x s  -x)(p{s)ds + \ + - x .

3
I

3 . 3 .  (p{x) =  J X2e™(p(s)ds + l-x(e-e~x).

§ 10.4. Ритца әдісі

Фредгольмнің 1 -текті симметриялық өзекті
һ

<р(х) = ДI К  (X,s)(p{s)ds  (230)
a

тендеуінің Ритца әдісімен меншікті сандары мен меншікті функцияларын анық- 
тайық, мұндағы, К ( х ,  s ) =  K ( s ,  х)  -симметрииялық өзек.

195



L2[a,b\ кеңістігінде \ц/п(х)) толық, сызықтық тәуелсіз координаталык функ- 
циялар жүйесін таңдап аламыз да, (230) теңдеуінің шешімін

п

<?„(*) = (231)к =і

түрінде жазамыз, мұндағы, а],а2,...ап коэфиценттерін ||^п|| = і шартын қанағаттан- 
дыратындай етіп анықтаймыз; сонымен қатар (К(рп,<рп) квадраттык форманың 
тұрақтандырылған монін табамыз.

Нәтижеде ак, а  /Лагранж/ коэффициенттерін анықтайтын біртекті алгебра- 
лык теңдеулер жүйесін аламыз:

X  {(К Г і  ’ ¥ к)~ ° V , ’ Ж  = ° ’ j  = Ь 2 ,. .п.k \

Бұл теңдеулер жүйесінің нөлдік шешімі болуы үшін

(к ¥\ »¥\ )• • • , Wn) ■- °(v\ ’ ¥„)
{К у/ 2, -  <х(у/2, )• • • ( Ку /2, у/п) -  а(у /2, )  =

м ) — ( К у я,у/п) -  сғ{у/ п, )

орындалуы қажетті. Міне, осы анықтауыштан пайда болған көпмүшенің түбірлері 
/ф,.у) өзектің меншікті мәндерінің жуық шамаларьш анықтайды. Осы (233) 

өрнегінен <т-ны тауып, оның сипаттаушы мэнін (232) теңдеуге қойсақ, а^а2....ап
коэффициенттердің нөлге тең емес жуық мэндерін (231) өрнегіне қойсақ, сонда 
меншікті функцияның жуық мәнін табамыз.

Мысал. Мына k (x,s)=xs өзектің я = 0,/> = 1 шекаралық жағдайдағы меншікті 
сандары мен меншікті функцияларын Ритца әдісімен аныкдайық.

Шешуі: [o,l] кесіндіде Ритца әдісінің шартын қанағаттандыратын у/Д.ү)
координаталық функциялар үшін ^ n(*)= ^,(2jc_1) Лежандр полиномдарын алып, 
(231) өрнекке

¥г(*)= а\ро(2х ~ 0+ а2Р\І2х ~ іХ

(232)

(233)

яғни п = 2 үшін жазсақ,

¥х (х)=Р0{ 2 х - \ ) = 1  ц,2(х) = Ң ( 2 х - \ ) = 2 х - 1

бұлардан:
і і

(v' p ¥ \ ) = \d x  = Ц уЛ , у/2 ) = J ( 2 jt - \)dx = 1,
о 0
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1 (1

1 I
{il/2,if/2) = \ ( 2 x - \ ) - d x  = - ,

0 3
Л ii j

(Ку/ , , ^ , )  = J J K(x,s)y/2(s)ds y/\(x)dx = J J = - ,
о V  О У  о о 4

' ' 12̂ ) = j J *s(2* - і}&<* = — ,
0 0 * ^

' ' 1
(Ку/2,у/2)=  \ [ x s { l s  -  lX 2x - \)dxds = — - 

nn 36

ал (233) жүйесі бойынша

1 1r __-----0

4 12
1 1

12 36

/

0

немесе а  -сг 1 1----1---
12 4

О => сг, = 0,<т2 = —.

Бұл түбірлердің ең үлкені а2=~,  ендеше, ең кіші сипаттаушы саны л = ~  = 3
3 o’"

болады. Бұл сг = у шамасын (232) жүйеге қойсақ, я, = а2 , ал одан ^(х) = 2х 

меншікті функциясын анықтаймыз.
Ритца әдісі бойынша мына өзектердің ( а = 0, Ь = 1 үшін) ең кіші сипаттаушы 

сандарын анықтаймыз:
4.1. AT(x,s)= x 2 s 2 .

[5 , X > s,
[х, X < s.

1

4.2. K ( x , s ) =

4.3. A-(x,5):
- J t ( 2 - s ) , X > S ,

z

— x(2-x),x>5. 
2 V



ЖАУАПТАРЫ

0.1. Сызықтық емес, біртекті емес.
0.2. Сызықтық емес, біртекті емес.
0.3. Сызықты, біртекті емес.
0.4. Сызықтық емес, біртекті.
0.5. Сызықтық, біртекті емес.
0.6. Сызықтық, біртекті емес.
0.7. Сызықтық емес, біртекті.
0.8. Сызықтық, біртекті емес.
0.9. Сызықтық емес, біртекті емес.
0.10. Сызықтық емес, біртекті емес, 1 типті. 
0.11. Сызықтық, біртекті емес, 2 типті.
0.12. Сызықтық, біртекті емес, 2 типті.
0.13. Сызықтық, біртекті.
0.14. Сызықтық, біртекті емес.
0.15. Сызықтық, біртекті.

1.1. Фредгольмдік емес.
1.2. Фредгольмдік.
1.3. Фредгольмдік.
1.4. Фредгольмдік емес.
1.5. Фредгольмдік емес.
1.6. Фредгольмдік.
1.7. Фредгольмдік.
1.8. Фредгольмдік емес.
1.9. Фредгольмдік.
1.10. Фредгольмдік емес.
1.11. Фредгольмдік.

8-тарау

0
X

2.2. <р(х) = 2х-9  + 1(2 —
0

0

0

0
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2.7. <p(x) = —Jx2(x -  s)<p(s)ds + Ax.
0

2.8. q)(x) = 2j"(x2 -  s 2)tp(s)ds + Ax.
0

I
2.2.1. Y{x) = x \G{x,Z)Y{4)d4 + ex - e x  + x - \ ,  G(x,£) =

0

2.2.2. Ү(х) = л \ с ( х , £ У ( ^  + ± - { х 2 - 4 х  + б\G(x,f) =

X

„ 6

2.2.3. К(х)=е'- л } о ( х ,£ ) к ( ^ ,  +
о ((1+ £ )х ,£ < х < 1.

f ( £ - l ) x , 0 < x < £ ,
l(x - l)^ < x < l.

(3£ -х),0 < х < £, 

М 3 х -£ ),£ < х < 4 .

2.9. <р(х) = 1 /з
х + 1 \ 2

2

+ х 1 2.10. <р(х)= — - 1. 2.11 . (р{х)~ —  + х2.
у х 12

2.12. (р(х) = —  + 3. 2.13. #?(х) = е*(х + 1). 2.14. <р(х) = е 2 .

2.15. ^(х)=-— г + arg/gx -  ^ln(l + х2) 2.16. q>(x) = cos хе

2.17. <р(х) = 2ех - 2 cosx+5sinx. 2.18. <р(х) = - е  х.
\ (  R  3

2.19. <р(х)= V3

(x + sin х)

er+3cosx + 3sin x-4e 2 cos— х
2

2.20. (р{х)= 1. 2.21. (р(х)=хсһх.

'  1 . л/7 ,  л/7 Л2.22. ^(х) = - е ' + - е  
4  4

- 7= sin —  x + 3cos— X 
л / 7  2  2

х"*1
р+1

3.1. #>(х) = е \  3.2. <р(х)=х. 3.3. <р(х)=1.
оо 2 к  +  \

3.4. w(x)=1 + xV t̂ ---- г-.= 1+ хе2 \ е  3.5. . 3.6. <р(х)=е
^  ' Го(2к + \)\ І

X

3.7. ^(x) = sinx. 3.8. (р(х)=сһх. 3.9. (р(х)= (2е)х . 3.10. <р(х) = (\ + х 2)е 2.

4.1. ем'~х).

4 .5 . хл-2е 4

4.6. г

4.10.

4.14. ехсИс. 4.15.

4.2. s e 2т(*2- 2) 4.3. 2х е з ^ - ’) 4.4. X.SC
!(*2-*2)

,(Я + 1)(х - .у) 4 7 2shx~shs ■

об 1 +  х 2 г Я ( х -х )

1 + S 2

сҺх ^ л ( х - х ) 4.11. е Т  4.12.
X

£ 3. 4.13. 1 о"
chs

X
5

4  о  5 5 + 1
х2 — X + 1

1 2 .
—cos X + —sin X.
5 5

Л ( х

1 + X2 ' 4.16. e r( x - l ) + l .  5.1. е г( х - l ) + 1.

5.4 . - ^ е ^ һ — х. 5.5. 2ех - х  + 1. 5.6. 2sinx
л/3 2

5.2. сАх —1 . 5.3. е2х —е1.



л/з л-----1---
2 6

5.8. ![е!'(2* + з)+|]5.7. — ех -  2е 2 sin 
3

5.9. 1(4
3 V

5.13. е~

5.15. 2 - cos^-x  + yflsin^-x.
2 2

6.1. e\ 6.2. x -  — . 6.3. 1 - xln3. 6.4. 1.
2

6.5. x. 6.6. 3. 6.7. Шешімі жоқ. 6.8. e

- COS л/Зх) 5.10. 1. 5.11. 2

r , + x l \ 1 — 5.14. - e 2

f /Я 3 
1 + Ach——x

2  J 5 l 2  J

5.12. chx + COS X.

( \
—  s in x

V •
6.9. xe

6.10. 3(2 jc — 1)- 6.11. chx. 6.12. xl
(
6 + — x~ 

2
6.13. 2 sinx. 6.14. 2  cos x -  1 .

6.15. e2
,+ И -

7.1. <p(x)= e x -  x e \  7.2. cp(x)= C + 2e x. 7.3. >̂(x) = cos.v -  sin x.

7.4. ?(*) = —-------<7-1 a
9-тарау

1.1. 3 x .  1.2. — . 1.3. 1 -  x. 1.4. 4 s in x . 1.5. — cosx .
3 3

1.6. /?(х ,л ;Я ) = --------- ,^ ( x ) = s in x .
1 -  лХ
x + l1.7. /?(х,л;Я)= 2 xfl— — ,(p{x) = —- 2 ' + x.

2 І П 2 - З Я In 2

1.8. 7?(х,л’;Я)= xsin2;zy,^(x) = cos2;zx. 1.9. Л(х,.?;Я) = ,cp{x)~ e x + x.
1 — Я

2
1.10. /?(x,.v;2)= —  1—sin xcos.v,^(x)= 1 + 2sinx.

2 — Я

2.1. sinx + cosx. 2.2. Шешімі жоқ. 2.3. x + c(l -  x2) 2.4. x.

2.5. cos2x + ^^—\~2)  ̂  ̂ ^ X  ̂  ̂  ̂ 2.8. cos2лх. 2.9. -v + ~-

2.10. C 5 ^ 2— X +  X
2

3.1. Я = ^j,(p{x)= c(l + 2x). 3.2. Я = ^ ,^(x)= c(l-x2)

3.3. Я =  \,<p{x)= C|x|. 3.4. Я = —  ,(p {x )= C x . 3.5. Я =  — , ^ ( x ) =  C c o s x .
Л  Л

3.6. /і\,2 = ^ ± ^ ’^і.2(х)=с(л/3х±і)

3.7. / / , , 2  = l± ^ |( e - l ) ,^ , . 2 (x )= C ^ (e - l)± l .

20 0



3.8. Л = 2л,ср(х)= С.  3.9. А, 2 = ± — ,<рх 2(^) = C(sin х ± cos jc).К
3.10. Л = — = Cj cos л" + С2 sin х.

л

4.1. л ф  ^,(р(х)= х2 + -  • ^  , ал Я = — болғанда, шешімі болмайды.
5 2 6 — 5 Л 5

4.2. 2  ф  2,(р(х) = sin 2лх, ал Л = 2, (р{х) = sin 2лх + Сх.

4.3. 4  *  1 ал 2  = ~ i(p[x )=  1 - ~ jc + с (\ + 2.v).

2л4.4. А ф  -2л,<р(х) = - ----- ал Л = -2 л  болғанда, шешімі болмайды.
2 л  + Л

+ л 2Л4.5. (р(х) = ctgx +—, Ae R' .  4.6. Л -  1 болғанда, <р(х)= ,------  , ,
2 V 1 -х2 8(1-Я)

яЯ .4.7. А е R ' , (р(х) = cosx + -^-sin х.

1 3  24.8. Л ф — Л ф — болғанда, <р(х)=— sin/Df + 
2 2 3

2 3<р(х) = sin 7ix + — х,Л = - -д е  шешімі болмайды.
2л 2

4.9. Л ф ± ^ -  болғанда, <р(х) = -  + - х  + ^
2 2 3

2 Ах 
л

1 - - Я  
3

, ал я = -  болғанда,
2

-  -  Я2 L 
3

(і + 2Я)* + 1 + | я ал Л = ±—  
2

болса, шешімі болмайды.
2

4.10. Л ф — болғанда, <р(х) = 1 2Я

1 +
Лл

sinx.

4 11 я = — болғанда, (р{х) = 1 -  sin * + cos ал Я = —  болса, шешімі болмайды.
л  3

5.1. Лп = - л 2П2,(рп(х) = sinлпх,п е N.

5 .2 . Лп =  + \)2,<рп(х) = s m n ^ ^ - x , n  = 0 ,1,2 ,....

5.3. Лп = -(оп2, мұндағы, соп дегеніміз-а  = ctgco тендеудіңтүбірлері,
(рп(х) = cosо)п( х - \ ) , п  е N.

5.4. Я =-1 +
f  2/7 +  1") ( \ . 2 «  +  1

-------- > 0> „ (* )= s in — 0— х,п = 0,1,2,....
2 у 2

5.5. Я„ = 1 + й/п2, мұндағы, &>„ дегеніміз-co = ctg2co тендеудің түбірлері,
<рп(х)= cosсопх,п  е N.

1 4 s in  л(2к  +  1)д: 

к о ^+ і _ Я л"(2Л: -ь 1)
5.6. А ф An = -n27r2,nGN  болғанда, р(*) = 1 + я £ -

1 4 s in ;r (2  к + 1)х
Z = K , n e N  бол ганда * а  + |)

Я = = 0,1,2,... жағдайда шешімі болмайды.

ал

+ С sin 2лтх\ ал
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5.7. Я = Я = -л - '
2л- +1

, я  = 0,1,2,.. болғанда,
л

(р(х) = sin^COSyX

я

\
1 . л  1

• — Sin — X +

я  +
тгА 2 2

Я +
9 л  2

1 . Зл- 
sin —  X

. л  . . 9 л "; ал Я = Л, = -----пен Я = Я, = -----------шешімі
4 4

лхболмайды, ал я  = Я„ я = 2  жағдайда шешімі #>(х) = s in ;c c c o s—  -  Я„

Я +

1 1 . лх
-------Г------- s i n —  +

л -  2 2

+
Я +

9 л  2

1 . Зл" 
sin —  X + С sin  ̂х болады.

2

5.8. Я ф Я. = 1 —^ 2 я  + 1л
, я  + 0,1,2,...болғанда,

' 2 (  2 Л

(р(х) = х -  л  + я у 2 я  +1 2 я  +1
c o s ---------х; ал Я = Я„ жағдайда шешімі болмайды.

п 0  ^  Л ,  2

5.9. Я = Я„ = 1 - 4 л - 2я 2, я  = 0,1,2,... болса, <р(х) = (1 -  Я) ' , ал Я = Я0 = 1 жағдайда

+ С, cos ях  + С2 sin  ях.шешімі болмайды, ал Я = Яя , я е  /V болғанда, <р„(х):
1-Я.

5.10. Я = —, #>(х) = х2-1.
4

5.11. Л, = 1.%  = 1Л  = 1 -  4 я 2,

(рп (х) = С, cos ях + С , sin ях, п е N.

2х -  s +
6 .1 . /?(х ,л ;Я )

X +  .V -  2 x 5
V

Я

, Я Я2 1 —  +
2 6

6.2. /?(х,.у;Я) = 1 2 2 
X  5  -  X S  + X S

' X  +  5 X S
М я

, + Я - l  4 3 5 ) _
240

sin X  C O S  5 .  6 .4 . R(x, s ;A ) =
X S

. я  ■

6.5. /?(х,л;Я) sin х -  sin 5 -  л (  1 + 2 sin x s in  л)Я

1 +  2 л - 2Я 2

6 .6 . /? (х ,.v;Я) = c o s х + c o s s.
6  7  R( -Я ) (s in 2x  -  sin 2.v) -  Ал  sin 2x sin 2s 

(x,.s, ) -  f -  А л 2

i m



6  8 R( у. ; \ — sin л: + sin л- -t- 7гЯ( 1 2 sin x sin .v ) 
'Г,Л’ ~ 1^А24тг2 ~

1 + 3.v.v + A
6.9. r (x , s ; A)  =

V - ^ - з
2 ,

1 - 2 А + - A2 
4

6.10. R(x,s;A) =
x(4.v -  x ) -  A x + 2 x2s -   ̂(x2 + xs)

1- A +  Ac 
18

6.1  1. /? (x ,s ;/ l) :
2(x+.v)

l -  — (e4 - 1) 
4 v '

. 6. 12.
1 -  In A

10-тарау
3.1. (pXx) = 6x2 +1 - дол шешімі. 3.2. p3(x)= 1 - дол шешімі.
3.3. <р,(х)=і-дол шешімі.

4.1. A, = 5 у /дол моні А, = 5 /. 4.2. А] = 2,486; А2 =32,181. 

4.3. 2, = 4,59.
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